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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation und Hintergrund

Beim Entwurf von Kommunikations-, Verkehrs- und Versorgungsnetzwerken besteht eine
der wesentlichen Aufgaben darin, die beteiligten Objekte mdglichst kostengunstig mit-
einander zu verbinden. Gleichzeitig missen diese Netzwerke gewisse Rahmenbedingungen
erfullen. Zum Beispiel kdnnte gefordert sein, dass der Weg zwischen zwei verschiedenen
Objekten eine bestimmte Lange nicht Uberschreiten darf.

Zur Modellierung solcher Netzwerke, bzw. allgemein zur Modellierung einer Ansamm-
lung von geometrischen Objekten mit Beziehungen untereinander, werden in der Informatik
sogenanntegeometrischebzw. euklidische Graphen verwendet. Ein geometrischer Graph
ist ein ungerichteter Graph G = ( S; E), dessen Eckenmeng8& eine endliche Punktmenge
aus demR¢Y ist. Wird zudem jeder Kante e = fp;qg 2 E eines solchen geometrischen
Graphen G = ( S; E) der Euklidische Abstand der beiden Endeckerp und q als Kanten-
gewicht zugeordnet, so wird der dadurch induzierte gewichtete geometrische Graph als ein
euklidischer Graph bezeichnet.

Bei der Modellierung eines der oben angesprochenen realen Netzwerke anhand eines
geometrischen GraphenG = ( S;E) korrespondieren die geometrischen Objekte mit den
Ecken ausS und die Verbindungen zwischen den geometrischen Objekten mit den Kanten
aus E. Weiterhin kénnen mit Hilfe von zusatzlichen Kantengewichten die Kosten fur die
einzelnen Verbindungen zwischen den geometrischen Objekten modelliert werden. Zur Ver-
einfachung wird dabei in der Regel angenommen, dass die Kosten einer Verbindung zweier
Objekte der geometrischen Distanz zwischen diesen Objekten entsprechen. Die Hinzunah-
me von Kantengewichten flihrt demnach zu euklidischen Graphen.

Beim Entwurf eines Netzwerks fur geometrische Objekte, also dem Entwurf eines eukli-
dischen GraphenG = ( S; E) fiir eine endliche PunktmengeS  RY, miissen im Allgemeinen
gewisse Kriterien berticksichtigt werden. In vielen Anwendungen ist es z.B. wichtig, eine
moglichst kurze Verbindung zwischen zwei Punktenp; q2 S zu gewahrleisten.

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

(a) Vollstandiger Graph (b) Spannbaum

Abbildung 1.1: Der Entwurf eines euklidischen Graphen einer Punktmenge in der Ebene als
vollstandiger Graph (a) und als Spannbaum (b). Der vollstandige Graph besitzt 120 =45 Kanten.
Die euklidische Lange des kurzesten Weges im Spannbaum zwischen den beiden rot markierten
Punkten ist um ein Vielfaches gréyer als der Euklidische Abstand beider Punkte.

In diesen Féllen besteht ein o ensichtlicher Ansatz darin, den vollstdndigen euklidi-
schen GraphenG = ( S; E) als Graphen zur Modellierung des (gewiinschten) Netzwerks zu
wahlen. Der Nachteil dieses Ansatzes besteht jedoch darin, dass der vollstandige Graph
zwar fur zwei Eckenp;q 2 S die Kante fp;gg enthélt, die Kantenmenge E jedoch aus
IS 2 0(jSj?) Kanten besteht, vgl. Abbildung 1.1 (a). Fur die meisten Anwendungen
ware das durch diesen Graphen modellierte Netzwerk aufgrund der quadratischen Anzahl
an Verbindungen und der sich dadurch ergebenden (hohen) Kosten vermutlich nicht von
Interesse.

Ein anderer Ansatz fir den Entwurf eines solchen Netzwerks ergibt sich Gber die Kon-
struktion eines Spannbaums: Wird fiir die PunktmengeS  RY ein Spannbaum als zugrun-
deliegender Graph gewabhlt, so besitzt dieser im Gegensatz zum vollstandigen Graphen eine
in der Anzahl der Punkte ausS lineare Anzahl von Kanten. Bei einem solchen Spannbaum
kann jedoch die (euklidische) Lange des kirzesten Weges zwischen zwei Punkfem 2 S
beliebig langer sein als der Euklidische Abstand beider Punkte, vgl. Abbildung 1.1 (b).

Eine Alternative zu diesen beiden Extremféllen bieten sogenannte Spanner-Graphen.
Dabei ist ein (euklidischer) Spanner-Graph fir eine endliche Punktmengé& RY ein
euklidischer Graph G = ( S; E), dessen Kantenmengd& die Kanten eines Spannbaums fir
S enthalt. Gilt zudem, dass die (euklidische) Lange des kirzesten Weges zwischen zwei
Ecken p und g aus S hdchstenst-mal so lang ist, wie der Euklidische Abstand der beiden
Ecken, so heiyt ein solcher Spanner-Graph eitrSpanner fur S. Der minimale Wert t°, fur
den ein euklidischer GraphG = ( S; E) ein t>Spanner fiir seine Eckenmeng8 ist, wird als
die Dilatation von G bezeichnet.

Der vollstéandige euklidische Graph einer endlichen Punktmeng8 R besitzt mit den
obigen De nitionen eine Dilatation von 1. Da die mit Hilfe von vollstandigen Graphen mo-
dellierten Netzwerke jedoch aufgrund der hohen Kantenanzahl in vielen Anwendungen zu
kostspielig sein dirften, ist es von Interesse, sogenanntiinn besetzteSpanner-Graphen
mit geringer Dilatation zu konstruieren. Ein diinn besetzter Spanner-Graph einer endli-
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chen PunktmengeS RY ist ein Spanner-GraphG = ( S; E), dessen Kantenanzahl linear
in der Anzahl der Ecken ist, d.h. fir denjEj 2 O (jSj) gilt. In der Literatur nden sich
viele Arbeiten zur Konstruktion und Analyse von (diinn besetzten) Spanner-Graphen. We-
sentlichen Ein uss auf dieses Gebiet hat eine von Callahan und Kosaraju [27] entwickelte
Datenstruktur namens well-separated pair decompositiofWSPD). Wie Callahan und Ko-
saraju zeigen, ist es mit Hilfe dieser Datenstruktur mdglich, zu einer beliebigen endlichen
PunktmengeS RY und einer beliebigen reellen Konstanté' > 0 in einer Laufzeit von
O(jSjlogjSj) einen dunn besetzten1 + ")-Spanner fir S zu berechnen.

Ein mit der Konstruktion von diunn besetzten Spanner-Graphen verwandtes Problem
ist die sogenannte Ausdinnung von Spanner-Graphen. Mehrere Autoren, unter ihnen
Gudmundssonet al. [43], haben sich mit der Frage beschéftigt, bis zu welchem Grad ein
gegebenett-Spanner(t 1) durch Weglassen von Kanten ausgedinnt werden kann, ohne
dass sich die Dilatation zu sehr vergréyert. Gudmundssoat al. sind dabei zu dem Ergebnis
gelangt, dass zu einem gegebenarSpannerG = ( S; E) einer endlichen PunktmengeS
RY fiir jede reelle Konstante" > 0 ein Teilgraph G°= ( S;EY mit jJEY 2 O (jSj) konstruiert
werden kann, welcher eine Dilatation von hdchstengl + ")t besitzt.!

Dieser Ausdinnungsalgorithmus, welcher im Modell dereal random access machine
(real-RAM) formuliert und analysiert worden ist, wurde anschlieyend von Gudmundsson
und Vahrenhold [45] in das von Aggarwal und Vitter [2] vorgestellte 1/O-Modell tber-
tragen. Im 1/0O-Modell wird die Untersuchung von Algorithmen formalisiert, die Daten
auf zwei Ebenen einer zugrundeliegenden Speicherhierarchie verwalten. Ein (klassisches)
Beispiel fur ein solches Paar von Ebenen ist das Paar Hauptspeicher-Sekundarspeicher.
Dieses Paar veranschaulicht besonders gut, dass zwischen den Zugri szeiten auf Datenele-
mente unterschiedlicher Ebenen erhebliche Geschwindigkeitsunterschiede bestehen kénnen,
so dass bei Bearbeitung groyer Datenmengen der Transfer von Datenelementen und nicht
die Anzahl der von der CPU ausgefiihrten Operationen fur die tatséchliche Laufzeit eines
Algorithmus auf einer real existierenden Computerarchitektur entscheidend ist.

Im I/O-Modell von Aggarwal und Vitter treten neben dem Parameter N fir die Anzahl
der untersuchten Datenelemente auch die Parametdyl und B auf. Der ParameterM gibt
dabei die Anzahl der Datenelemente an, die gleichzeitig im Hauptspeicher gehalten werden
kénnen. Der Hauptspeicher und der Sekundarspeicher sind weiterhin in Blocke fester Groye
partitioniert. Die Gréye eines Blocks von Datenelementen wird im 1/O-Modell durch den
Parameter B festgelegt. Die CPU kann im 1/O-Modell weiterhin nur auf Datenelementen
operieren, die sich im Hauptspeicher be nden. Die daflr bendtigten Datenelemente wer-
den dazu mittels sogenannterd/O-Operationen zwischen dem Sekundarspeicher und dem
Hauptspeicher bewegt. Eine solche Operation besteht aus dem Transfer eines Blocks zu-
sammenhangender Datenelemente vom Sekundarspeicher in den Hauptspeicher oder vom
Hauptspeicher in den Sekundarspeicher. Als Kriterium fur die Gite eines Algorithmus

1Zu beachten ist hierbei, dass der Wert " in die versteckte Konstante der O-Notation eingeht.
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werden im 1/0O-Modell die Anzahl der bengtigten I/O-Operationen sowie die Anzahl der
verwendeten Sekundarspeicherblécke verwendet.

In der Literatur nden sich zahlreiche Arbeiten, die sich mit im Kontext des I/O-
Modells e zienten Algorithmen befassen. Ein grundlegendes Ergebnis hinsichtlich der 1/0-
e zienten Konstruktion von dinn besetzten Spanner-Graphen stellt das von Govindarajan
et al. [40] entwickelte 1/0-e ziente Verfahren zur Konstruktion einer WSPD fir eine end-
liche Punktmenge aus demRY dar. Mit Hilfe dieses Verfahrens zur Konstruktion einer
WSPD zeigten Govindarajanet al., dass analog zu der oben angesprochenen Ubertragung
des Ausdiinnungsalgorithmus vom RAM-Modell in das 1/0-Modell eine Ubertragung des
Verfahrens zur Konstruktion diinn besetzter Spanner-Graphen vom RAM-Modell in das
1/0-Modell méglich ist.

Ein allgemeines Modell fir mehrstu ge Speicherhierarchien, welches das 1/0-Modell
als Spezialfall enthalt, ist das von Frigoet al. [38] vorgestellte cache-obliviousModell.
Die Grundidee dieses Modells besteht darin, einen Algorithmus wie im RAM-Modell (ohne
Annahme einer Speicherhierarchie) zu entwerfen und ihn wie im 1/O-Modell ohne Kenntnis
der genauen Belegungen der VariableM und B zu analysieren. Dies hat zur Konsequenz,
dass ein in diesem Modell als optimal erkannter Algorithmus simultan aufeder Ebene der
zugrundeliegenden Speicherhierarchie optimal ist.

Ziel dieser Arbeit ist es, die im RAM- bzw. I/O-Modell formulierten Algorithmen zur
Konstruktion dinn besetzter Spanner-Graphen bzw. zur Ausdinnung dichter Spanner-
Graphen in das cache-obliviousModell zu tbertragen, d.h. die entsprechenden algorith-
mischen Bausteine so zu realisieren, dass sie im Kontext dieses Modells eine mdglichst
gute asymptotische Komplexitat besitzen. Zur Veranschaulichung der Arbeitsweise der
Konstruktions- und Ausdiinnungsalgorithmen soll zudem eine programmtechnische Reali-
sierung durchgefiihrt werden, der die entsprechenden Algorithmen zugrunde liegen.

1.2 Aufbau der Arbeit

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden einige Voraussetzungen festgelegt und ausge-
wahlte mathematische Grundlagen aus dem Bereich der Graphentheorie dargelegt.

In Kapitel 2 werden die oben angesprochenen Berechnungsmodelle beschrieben. Dabei
wird auch auf einige Aspekte real existierender Computerarchitekturen und deren Spei-
cherhierarchien eingegangen.

In Kapitel 3 erfolgt die Beschreibung und Analyse einiger fur dagache-obliviousModell
konzipierter Algorithmen und Datenstrukturen, die in den darau olgenden Kapiteln ver-
wendet werden.

Wesentlich fur das Verfahren zur Konstruktion diinn besetzter Spanner-Graphen bzw.
zur Ausdinnung dichter Spanner-Graphen ist die WSPD-Datenstruktur von Callahan und
Kosaraju [27]. Diese wird in Kapitel 4 ausfiihrlich beschrieben. Zudem wird ein im Kon-
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text des cache-obliviousModell optimales Verfahren zur Konstruktion einer WSPD gege-
ben, welches sich durch einige in dieser Arbeit entwickelte Anderungen des 1/0-e zienten
Verfahrens von Govindarajanet al. [40] ergibt.

Wie auch im RAM- bzw. I/O-Modell fuhrt die e ziente Berechnung einer WSPD im
cache-obliviousModell direkt zu einem e zienten Verfahren zur Konstruktion diinn besetz-
ter Spanner-Graphen. Dieses im Kontext desache-obliviousModells e ziente Verfahren
zur Konstruktion von Spanner-Graphen ist Inhalt des Kapitels 5.

In Kapitel 6 wird analog zur Ubertragung der Konstruktionsalgorithmen das I/O-

e ziente Verfahren von Gudmundsson und Vahrenhold [45] zur Ausdinnung dichter Span-
ner-Graphen in dascache-obliviousModell Gibertragen.

Zur Veranschaulichung der Arbeitsweise der Konstruktions- und Ausdiinnungsalgorith-
men wurde eine programmtechnische Realisierung durchgefuhrt. Diese wird in Kapitel 7
ausfuhrlich beschrieben.

Abschlieyend werden in Kapitel 8 die in dieser Arbeit entwickelten Ergebnisse zusam-
mengefasst und ein Ausblick auf mdgliche Anwendungen dieser Ergebnisse gegeben.

1.3 Vorbemerkungen und De nitionen

1.3.1 Voraussetzungen

Zum Verstandnis der Arbeit werden Grundkenntnisse aus dem Bereich der Informatik als
bekannt vorausgesetzt, die i. A. im Grundstudium eines Informatikstudiums oder eines &hn-
lichen Studiengangs behandelt werden. Als Nachschlagewerk fir evtl. unbekannte Begri e
und Methoden eignet sich z.B. das Werk von Cormeret al. [32].

1.3.2 Graphen

Die folgenden Ausfiihrungen basieren auf den Werken von Bollobas [18], Jungnickel [47]
und Diestel [35] und geben ein kurzen Uberblick tber einige in dieser Arbeit verwendete
Konzepte aus dem Bereich der Graphentheorie geben.

Grundlegende De nitionen

Ein (ungerichteter) Graph ist ein Paar G = (V;E) disjunkter Mengen V und E mit
E [V]2, wobei [\/]2 die Menge aller zweielementigen Teilmengen voy ist. Die Elemente
ausV werden alsEckenund die Elemente ausE als Kanten bezeichnet. Entsprechend heiyt
die MengeV die Eckenmengeund die MengeE die Kantenmengevon G. Besitzt die Menge
V unendlich viele Elemente, so heiyt der Graptunendlich; ansonsten heiyt erendlich.? Die
Mé&chtigkeit jVj der Eckenmenge wird als dieOrdnung von G bezeichnet. Endliche Gra-
phen sind also Graphen mit endlicher und unendliche Graphen mit unendlicher Ordnung.

2In dieser Arbeit werden ausschlieylich endliche Graphen betrachtet.
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(@ G (b) G° (c) G%

Abbildung 1.2: Ein Graph G und zwei Teilgraphen G° und G®von G, vgl. Diestel [35]. Im
Gegensatz zuG%ist G°kein Untergraph von G.

Weiterhin heiyt der Graph G = (;;;) der leere Graph. Alle anderen Graphen werden als
nicht-leere Graphen bezeichnet.

Ein Graph G%°= (V% E9 heiyt Teilgraph eines GraphenG = (V;E), geschriebenG®°
G,wennV? V undE® E gilt. Der Graph G ist in diesem Fall ein Obergraphvon G°und
man sagt, dass der GraphG den GraphenGP enthalt. Der Teilgraph G° heiyt aufgespannt
von V%in G, wenn er alle Kantenfx;yg 2 E mit x;y 2 VOenthélt. Dieser spezielle Typ
eines Teilgraphen vonG wird als Untergraph von G bezeichnet. Anhand Abbildung 1.2
wird veranschaulicht, dass nicht jeder Teilgraph eines Grapherc ein Untergraph von G
sein muss.

Sei G = (V;E) ein nicht-leerer Graph. Eine Eckev 2 V heiyt mit einer Kante e 2
E inzident, wenn v 2 e gilt. Die beiden mit einer Kante inzidenten Ecken heiyen die
Endeckender Kante. Zwei Eckenv und w aus 'V sind benachbartund heiyen Nachbarn
wennfv;wg 2 E gilt. Die Menge der mit einer Eckev 2 V benachbarten Ecken aus/ wird
als die Nachbarschaft g(v) von v bezeichnet. Entsprechend heiyen zwei Kantee;f 2 E
mit e 6 f benachbart falls sie eine gemeinsame Endecke besitzen. Sind je zwei (beliebige)
Eckenv;w 2 V benachbart, so heiyt der GraphG vollstandig Der Grad dg(v) = d(v)
einer Eckev 2 V wird als die Anzahl der mit v inzidenten Kanten de niert; es gilt somit
d(v) = j (v)j. Eine Ecke vom GradO heiyt isoliert.

Ein Graph G = (V; E) heiyt ein gewichteter Graph wenn es eine Abbildungw : E! R
gibt, die jeder Kante e 2 E ein Kantengewichtw(e) 2 R zuordnet.

Wege und Zusammenhang

Ein Weg ist ein nicht-leerer Graph P = (V; E) der Gestalt

inneren Ecken von P bezeichnet. Die Lange des WegesP ist de niert als die Anzahl
seiner Kanten. Ein Weg wird oft durch die natirliche FolgeP = Xxgx1:::Xk seiner Ecken
beschrieben. Die Eckexp heiyt weiterhin die Anfangseckeund die Ecke xy die Endecke
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von P. Ein Weg P = xox1:::Xk wird als ein Weg von xg hach X, oder auch als ein Weg
zwischenxg und xx bezeichnet. IstP = XxgX1:::Xx 1 ein Weg undk 3, so heiyt der
Graph

ein Kreis, vgl. Abbildung 1.3. Enthalt ein Graph keine Kreise, so wird erkreisfrei oder
azyklischgenannt.

(@ G (b) P (c) C

Abbildung 1.3: Ein Weg P und ein Kreis C in G, vgl. Diestel [35]

Ein nicht-leerer Graph G = (V;E) heiyt zusammenhangendwenn er fir je zwei ver-
schiedene Eckerx;y 2 V einen Weg vonx nachy enthalt.

Baume und Walder

Enthalt ein Graph keinen Kreis, so heiyt er Wald. Ein zusammenhangender Wald wird
als ein Baum bezeichnet. Die Ecken eines Baums werden zum besseren Verstandnis im
Folgenden vorwiegend al&knoten bezeichnet. Die Knoten eines Baums mit GradlL werden
Blatter genannt. Ein Teilbaum eines BaumsT = (V; E) ist ein Teilgraph von T, welcher
selbst wieder ein Baum ist. Ein Baum wird weiterhin als einWurzelbaum oder gewurzelter
Baum bezeichnet, wenn es in ihm einen fest gewahlten ausgezeichneten Knoten gibt. Der
ausgezeichnete Knoten ist in diesem Fall did&Vurzel des Baums. In einem gewurzelten
Baum T = (V;E) mit Wurzel r 2 V wird ein Knoten v 2 V als ein Vorfahre (oder
Vorganger) eines weiteren Knotensw 2 V und w als ein Nachfahre (oder Nachfolger)
bezeichnet, wennv in dem (einzigen) Weg vonr nach w enthalten ist. Weiterhin heiyt ein
Knoten v 2 V der Vater eines weiteren Knotensw 2 V und der Knoten w ein Kind von

v, wenn v ein Vorfahre vonw ist und fv;wg 2 E gilt. Fir zwei Knoten v;w 2 V wird ein
Knoten u 2 V als derkleinste gemeinsame Vorfahrebezeichnet, wennu sowohl vonv als
auch vonw ein Vorfahre ist und es keinen Nachfahren voru mit dieser Eigenschaft gibt.

Spannbdume und Spanner-Graphen

Ein zusammenhangender TeilgraptG®= (V; EY eines zusammenhéngenden Graphed =
(V;E) wird ein Spanner-Graphvon G genannt. Ist ein Spanner-GraphG®= (V;EY eines
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(a) Spannbaum (b) Spanner-Graph

Abbildung 1.4: Ein Spannbaum bzw. Spanner-Graph eines Graphen

zusammenh&ngenden Graphes = (V;E) ein Baum, so wird G° auch als einSpannbaum
von G bezeichnet, vgl. Abbildung 1.4.

Gerichtete Graphen

In dieser Arbeit werden gelegentlich auckgerichtete Graphen betrachtet. Nach Jungnickel
[47] ist ein gerichteter Graph ein PaarG = (V;E) disjunkter Mengen V und E, wobei E
eine Menge aus geordneten Paarefv;w) mit v;w 2 V und v 6 w ist. Die Elemente aus
V werden analog zu einem (ungerichteten) Graphen al&cken und die Elemente auskE als
Kanten bezeichnet. Fur eine Kantee = (v;w) 2 E werdenv und w die Endeckenund v
bzw. w die Anfangseckebzw. Endeckevon e genannt. Eine Eckew 2 V heiyt ein direkter
Nachfolger einer Eckev 2 V mit v 6 w, wenn (v;w) 2 E gilt. In diesem Fall heiyt die
Ecke v auch eindirekter Vorganger von w. Der Ausgangsgraddg(v) einer Eckev 2 V st
de niert als die Anzahl aller Kanten aus E, die v als Anfangsecke besitzen. Entsprechend
gibt der Eingangsgrad d’é(v) einer Eckev 2 V die Anzahl aller Kanten aus E an, die v
als Endecke besitzen. Die fir ungerichtete Graphen eingeflihrten Begri e und Notationen
lassen sich i. A. direkt auf gerichtete Graphen tbertragen, vgl. Jungnickel [47].

Aus der De nition eines gerichteten Graphen ergibt sich eine alternative De nition
eines ungerichteten Graphen, die an einigen Stellen in dieser Arbeit verwendet wird: Ein
gerichteter Graph G = (V; E) wird auch als ein ungerichteter Graph bezeichnet, wenn fir
jede Kante (v;w) 2 E auch (w;v) 2 E qilt.



Kapitel 2

Berechnungsmodelle

Zur Entwicklung und Analyse von Algorithmen werden in der Informatik sogenannteBe-
rechnungsmodellenerangezogen. Diese stellen Abstraktionen real existierender Computer-
architekturen dar und sollen im Allgemeinen zwei wesentliche Eigenschaften erfillen: Zum
Einen soll ein Berechnungsmodell die zu modellierenden Computerarchitekturen méglichst
gut reprasentieren, d. h. detailliert genug sein, um die E zienz von Algorithmen moéglichst

gut vorhersagen zu kdnnen. Zum Anderen soll ein Berechnungsmodell hinreichend simpel
gehalten sein, um einen einfachen Entwurf und eine einfache Analyse der Algorithmen zu
gewahrleisten. Berechnungsmodelle kdnnen also als idealisierte Modellrechner aufgefasst
werden, um die E zienz von Algorithmen zu analysieren, die auf (verschiedenen) realen
Computerarchitekturen ablaufen.

In diesem Kapitel werden drei Berechnungsmodelle vorgestellt. Das erste ist das in
der Informatik weit verbreitete (real-) RAM-Modell. Dieses wird in Abschnitt 2.2 kurz
dargelegt. In den Abschnitten 2.3 und 2.4 werden anschlieyend das I/O- und dasache-
oblivious-Modell ausfuhrlich beschrieben. In Hinblick auf die Beschreibung bzw. auf ein
besseres Verstandnis dieser beiden Modelle wird dazu in Abschnitt 2.1 das Prinzip von
Speicherhierarchien beschrieben, welche sich heutzutage in vielen Computerarchitekturen
wieder nden.

2.1 Reale Computerarchitekturen

In diesem Abschnitt werden einige grundséatzliche Merkmale heutiger Computerarchitek-
turen besprochen, welche zur Beschreibung des I/0O- bzweache-obliviousModells wichtig
sind. Dabei wird nicht auf die spezi schen Eigenschaften ausgewahlter Computersysteme
eingegangen, sondern vielmehr auf allgemeine Konzepte, die bei der Konstruktion dieser
Systeme Anwendung nden.



10 KAPITEL 2. BERECHNUNGSMODELLE
2.1.1 Speicherhierarchien

Aus 6konomischen und technologischen Griinden besitzen heutige Computerarchitekturen
im Allgemeinen Speicherhierarchien, die sich jeweils aus mehreren Speicherebenen zusam-
mensetzen. Jede Ebene einer solchen Hierarchie greift auf Speichertypen unterschiedlicher
Bauart zurlick, welche sich in ihren Kosten und Leistungseigenschaften unterscheiden. We-
sentliches Merkmal dieser Speicherhierarchien ist, dass der Speicher einer Speicherebene
groyer wird, je weiter die Ebene von der CPU entfernt liegt, die Zugri szeiten auf die
Speicherzellen der jeweiligen Speicher jedoch mit wachsender Entfernung der zugehori-
gen Ebene zur CPU (stark) ansteigen; die Ebenen einer solchen Hierarchie sind also i. A.
nach sinkender Zugri szeit und steigender Speicherkapazitat angeordnet. In Abbildung 2.1
wird eine typische Speicherhierarchie schematisch dargestellt. Diese setzt sich aus einem
L1-Cache, L2-Cache, L3-Cache, Hauptspeicher und einer oder mehreren Festplatte zusam-
men. Die Register werden dabei oft als Bestandteil der CPU und nicht als eigenstandige
Speicherebene einer solchen Hierarchie angesehen.

Interner Speicher, Externer Speicher

SRR
-

CPU

oooo
Register

Cache Hauptspeicher Festplatte(n)

Schnelle und kleine Speicher
Langsame und groye Speichef———————~

Abbildung 2.1:  Eine (typische) Speicherhierarchie, die sich aus mehreren Ebenen zusammensetzt.
Die Ebenen unterscheiden sich unter anderem in der Grdye ihrer Speicher und in den Zugri szeiten
auf diese Speicher.

Aufgrund der groyen Unterschiede in den Zugri szeiten auf die Speicherzellen zwi-
schen dem Hauptspeicher und den Festplatten werden die Speicherebenen von der CPU
bis einschlieylich zum Hauptspeicher oft als deinterne Speicher und alle weiteren, also
Festplatten und andere Sekundarspeichermedien, als dexterne Speichereiner Compu-
terarchitektur obigen Typs bezeichnet.
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Reale Speicherhierarchien erfiillen weiterhin i. A. eine sogenannteklusionseigenschaft
Sind die Ebenen einer Speicherhierarchie der Groye ihrer Speicher nach aufsteigend num-
meriert, so bilden die Datenelemente im Speicher der Ebenieeine (echte) Teilmenge der
Datenelemente im Speicheli + 1. Der Speicher der von der CPU am weitesten entfernt
liegenden Ebene enthalt dabei alle (aktuellen) Datenelemente.

Die Inklusionseigenschaft von Speicherhierarchien wird in Abbildung 2.2 vereinfacht
dargestellt. Die CPU hat dabei nur auf den Speicher der obersten Ebene direkten Zugri .
Be ndet sich bei einem Zugri der CPU auf den Speicher der obersten Ebene ein refe-
renziertes Datenelement in diesem Speicher, so tritt eiffre er (cache hit) auf und das
referenzierte Datenelement wird der CPU Ubergeben. Ansonsten tritt eirFehlzugri  (ca-
che misg auf, was zu einem Transfer von Datenelementen aus dem Speicher einer unteren
Ebene in den Speicher der obersten Ebene fihrt.

CPU

|

Transfer von A
Datenelementen
Ebene S

Ebene 2 S

langsame schneller

und o und
groyer . kleiner

Ebene n-1

Ebene n

Abbildung 2.2:  Inklusionseigenschaft von Speicherhierarchien

Fir den e zienten Transfer von Datenelementen sind die Speicher aller Ebenen jeweils
in Blocke aufgeteilt. Ein solcher Block besteht aus einem zusammenhangenden Teil des zu-
gehorigen Speichers und besitzt pro Ebene eine feste Groye. Die Blockgréyen unterschied-
licher Ebenen variieren dabei im Allgemeinen und nehmen mit wachsender Entfernung zur
CPU zu. Die Bereiche eines Speichers, in denen ein Block abgelegt werden kann, werden
die Cache-Zeilendes Speichers genannt.

Der bei einem Fehlzugri statt ndende Transfer von Datenelementen ndet jeweils nur
zwischen zwei benachbarten Ebenen der Speicherhierarchie statt: Be ndet sich ein referen-
Ziertes Datenelement nicht im Speicher der Ebeng, so wird der Zugri an den Speicher
der Ebenei +1 weitergeleitet. Da sich alle Datenelemente im Speicher der untersten Ebene
be nden, bricht dieser Vorgang nach endlich vielen Schritten ab. Der Datentransfer zwi-
schen zwei benachbarten Ebenenund i + 1 geschieht dabei mit Hilfe vonBlocktransfers,
also dem Transfer ganzer Blocke von Datenelementen.
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Ist der Speicher der Ebené vor einem solchen Transfer voll belegt, so muss zuvor ein
Block aus dem Speicher der Ebenein den Speicher der Ebene + 1 ausgelagert werden.
Die Auswahl eines solchen Blocks geschieht mit Hilfe de€Cache-Assoziativitat und der
Ersetzungsstrategiedes Speichers der Ebene. Die Cache-Assoziativitat eines Speichers
begrenzt dabei die in Frage kommenden Cache-Zeilen, in denen ein Block abgelegt werden
kann. Sind dabei bei einem Transfer eines Blocks in den Speicher der Ebdnalle fur diesen
Block mdéglichen Cache-Zeilen durch weitere Blécke belegt, so muss einer dieser Blécke in
den Speicher der Ebené+1 ausgelagert werden. Die Auswahl eines entsprechenden Blocks
geschieht mit Hilfe der Ersetzungsstrategie des Speichers der EbeneAuf beide Begri e
soll hier jedoch nicht néher eingegangen werden.

2.1.2 Lokalitat von Programmen

Der Nutzen von Speicherhierarchien basiert auf detokalitatseigenschaftvon Computer-
programmen. Diese Eigenschaft setzt sich aus de&aumlichen Lokalitat und der zeitlichen
Lokalitdt zusammen:

Das Prinzip der rdumlichen Lokalitat besagt, dass bei Abarbeitung eines Computerpro-
gramms nach einem Zugri auf ein Datenelement im Speicher in naher Zukunft mit hoher
Wahrscheinlichkeit auch Zugri e auf benachbarte Datenelemente statt nden werden. Ein
bekanntes, diesen Sachverhalt darstellendes Programmfragment, ist der sukzessive Zugri
auf die Elemente eines Arrays, wie er z.B. durch einfor -Schleife realisiert werden kann.

Der Begri der zeitlichen Lokalitéat beschreibt den Sachverhalt, dass bei Abarbeitung
eines Computerprogramms nach einem Zugri auf ein Datenelement mit hoher Wahrschein-
lichkeit in naher Zukunft erneut auf dieses Datenelement zugegri en wird. Zwei Beispiele
fur die zeitliche Lokalitat von Programmen sind z.B. das mehrmalige Traversieren eines
Arrays bei der Multiplikation von (kleinen) Matrizen oder der Zugri auf eine Zahlvariable
innerhalb einer for -Schleife.

2.1.3 Latenzzeiten

Mit dem Begri Latenzzeit wird in der Informatik das Zeitintervall vom Ende eines Er-
eignisses bis zum Beginn einer Reaktion auf dieses Ereignis bezeichnet. Im Kontext von
Speicherzugri en der CPU auf den Speicher bzw. auf die Speicherhierarchie bezeichnet die
Latenzzeit die Wartezeit der CPU, die nach einem Zugri auf eine Speicherzelle auftritt.
Speicherhierarchien stellen den Versuch dar, die Wartezeit der CPU bei Abarbeitung
von Programmen mdglichst gering zu halten. Dabei nutzen sie die raumliche und zeitliche
Lokalitat dieser Programme, um fir die CPU die lllusion eines Speichers zu erscha en,
dessen Groye der des Speichers der untersten Ebene und dessen Zugri szeiten denen des
Speichers der obersten Ebene der zugrundeliegenden Speicherhierarchie entsprechen.
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Dieser Ansatz gelingt jedoch nur bedingt: Bei der Bearbeitung groyer Datenmengen
tritt das Problem auf, dass die Datenelemente nicht allesamt in die schnellen oberen Spei-
cher der Speicherhierarchie passen, was zu einem standigen Transfer von Daten aus den
Speichern der unteren Ebenen in die Speicher der oberen Ebenen fihrt. Da die Zugri szei-
ten der Speicher der unteren Ebenen sich i. A. erheblich von denen der Speicher der oberen
Ebenen unterscheiden, kann bei Bearbeitung solcher massiven Datenmengen der Transfer
von Daten eine wesentliche Rolle bei der tatséchlichen Laufzeit der Programme spielen.

2.2 Das Real -RAM-Modell

Eines der bedeutendsten mathematischen Modelle zur Analyse von Algorithmen und Da-
tenstrukturen stellt die random access maching(RAM) dar. Im RAM-Modell wird ein
Computer mit einem Speicher ausgestattet, der aus einer abzahlbar unendlichen Menge
von Speicherzellen besteht. Die CPU hat direkten Zugri auf die Zellen, von denen jede
eine ganze Zahl beliebiger Gréye speichern kann, vgl. Abbildung 2.3. Sowohl fir den Zugri
der CPU auf die Speicherzellen als auch fur arithmetische Operationen der CPU wird ein
konstanter Zeitbedarf veranschlagt.

CPU |-----1 N

Speicher

Abbildung 2.3: Das RAM-Modell

Als Erweiterung dieses Modells kann das Modell dereal random access machingre-
al-RAM) [52] gesehen werden. Eine Speicherzelle deeal-RAM kann im Gegensatz zu
einer Speicherzelle der RAM eine beliebige reelle Zahl speichern. Zudem sind die folgenden
Operationen auf derreal-RAM mdoglich, fir die ebenfalls unabhangig von der Gréye der
Operanden ein konstanter Zeitbedarf veranschlagt wird [52]:

1. Arithmetische Operationen(+; ; ; )
2. Vergleiche zweier reeller Zahleif<; ;=;6; ;>)

3. Indirekte Adressierung des Speichers (durch ganzzahlige Adressen)
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Optional:

4. k-te Wurzeln, trigonometrische Funktionen, exp und log (allgemein: analytische Funk-
tionen)

Sowohl im RAM- als auch im real-RAM-Modell wird also eine ache Speicherhier-
archie angenommen, d.h. fur die Zugri e der CPU auf die Speicherzellen ein konstanter
Zeitbedarf veranschlagt. Diese Annahme ermdglicht zwar einen einfachen Entwurf und ei-
ne einfache Analyse von Algorithmen, jedoch bleibt die Problematik von unterschiedlichen
Zugri szeiten auf die Speicher realer Speicherhierarchien unberiicksichtigt; eine Analyse
im RAM- bzw. real-RAM-Modell erfasst also i.A. nicht die tatséchliche E zienz eines
Algorithmus beim Umgang mit groyen Datenmengen.

2.3 Das I/0O-Modell

Aufgrund dieses Nachteils der beiden oben beschriebenen Modelle wurden in der Vergan-
genheit zahlreicheMehrspeichermodelleentworfen. Das bekannteste dieser Modelle stellt
das von Aggarwal und Vitter [2] vorgestellte 1/O-Modell dar. Im 1/O-Modell wird ein
Computer mit einem internen Speicher und einem externen Speicherausgestattet, vgl.
Abbildung 2.4. Der interne Speicher kann eine feste Anzahl von Datenelementen aufneh-
men und ist in Blécke partitioniert, die ihrerseits aus einer Folge von zusammenhangend im
Speicher abgelegten Datenelementen bestehen. Der externe Speicher ist ebenso in Blécke
derselben Gréye partitioniert, kann jedoch eine (nahezu) unbegrenzte Anzahl von Daten-
elementen fassen. Die durch das Modell festgelegten Parameter lauten

N = # der Datenelemente der Probleminstanz,
= # der Datenelemente, die in den internen Speicher passen,
B = # der Datenelemente pro Block,

wobeil B M N gefordert wird.! Durch die Ungleichung wird also gefordert,
dass ein Block mindestens ein Element enthélt und dass nicht all&l Elemente des zu
untersuchenden Problems in den internen Speicher passen. Berechnungen der CPU kdnnen
nur auf Datenelementen getatigt werden, die sich im internen Speicher be nden. Die fur die
Berechnungen benétigten Datenelemente werden dazu zwischen dem externen und internen
Speicher durchEin-/Ausgabeoperationen (I/O-Operationen) bewegt; eine solche Operation
besteht aus dem Transfer eines Blocks zusammenhangender Datenelemente vom externen
in den internen Speicher oder aus dem Transfer eines solchen vom internen in den externen
Speicher. Die Kontrolle Gber den Transfer von Datenelementen zwischen dem internen und

YIm 1/O-Modell von Aggarwal und Vitter [2] wird durch einen zusétzlichen Parameter P der Aspekt
paralleler Speicherzugri e beriicksichtigt. Wie auch in anderen Arbeiten bleibt dies im Folgenden unbe-
rucksichtigt.
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I/O-Operationen

/\/.\/

Interner Speicher Externer Speicher

Abbildung 2.4: Das I/0O-Modell von Aggarwal und Vitter [2, 34]

externen Speicher sowie die Verwaltung der Datenelemente in beiden Speichern liegt dabei
vollstandig in der Hand der Algorithmen.

Die E zienz eines Algorithmus wird im I/O-Modell durch die Anzahl der benétigten
I/O-Operationen, durch den benétigten Speicherplatz im externen Speicher und durch
die Laufzeit im internen Speicher, d.h. die Laufzeit des Algorithmus im RAM-Modell,
gemessen.

Die Starken des 1/0-Modells begrtinden sich darin, dass es die Problematik des Trans-
fers von Daten zwischen zwei Speicherebenen beim Umgang mit massiven Datenmengen
erfasst und zugleich hinreichend simpel gehalten ist, um einen einfachen Entwurf und ei-
ne einfache Analyse zu gewahrleisten. Aufgrund dieser beiden Eigenschaften wurden in
der Vergangenheit zahlreiche im Kontext dieses Modells e ziente Algorithmen fir Pro-
bleme aus den unterschiedlichsten Bereichen entwickelt. Eine generelle Zusammenfassung
relevanter Ergebnisse ndet sich z.B. in den Arbeiten von Arge [5] oder von Vitter [57].

Das I/0-Modell weist jedoch zwei entscheidende Nachteile auf: Zum Einen modelliert es
nur den Transfer von Daten zwischerzwei Ebenen der zugrundeliegenden Speicherhierar-
chie. Zum Anderen beruhen e ziente Implementierungen von im 1/O-Modell konzipierten
Algorithmen ausschlaggebend auf der genauen Kenntnis der Eigenschaften der modellierten
Ebenen der (realen) Speicherhierarchie, d. h. auf der Kenntnis der Werte fur die Parameter
M und B.

Um auch den Transfer von Daten zwischen mehreren Ebenen zu modellieren, wurden
weitere Modelle mit komplexeren Eigenschaften entworfen [57]. Diese modellieren zwar
i. A. real existierende Computerarchitekturen besser als das 1/0-Modell, erschweren jedoch
durch ihre Komplexitat den Entwurf und die Analyse von Algorithmen. Zudem beruhen
analog zum I/O-Modell e ziente Implementierungen von in diesen Modellen konzipierten
Algorithmen auf den Kenndaten der zugrundeliegenden (realen) Speicherhierarchie.
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2.4 Das Cache-Oblivious -Modell

Eine elegante Losung zur Modellierung von Computerarchitekturen mit komplexen Spei-
cherhierarchien stellt das von Frigoet al. [38, 53] vorgestelltecache-obliviousModell (auch
ideal-cacheModell genannt) dar. Die Grundidee dieses Modells besteht darin, einen Al-
gorithmus wie im RAM-Modell (ohne Zugrundelegung einer Speicherhierarchie) zu be-
schreiben und wie im 1/O-Modell von Aggarwal und Vitter [2] fir beliebige Werte M
und B zu analysieren. Dabei wird bei der Analyse eines Algorithmus angenommen, dass
die (bendtigten) 1/O-Operationen automatisch mittels einer optimalen Ersetzungsstrategie
durchgefuhrt werden.

2.4.1 Modellbeschreibung

Im cache-obliviousModell wird ein Computer wie im 1/O-Modell mit einer zweistu gen
Speicherhierarchie, d.h. eineminternen und einem externen Speicher, ausgestattet. Der
interne Speicher kann analog zum 1/0O-Modell eine begrenzte und der externe Speicher
eine (nahezu) unbegrenzte Anzahl von Datenelementen aufnehmen. Beide Speicher sind
ebenfalls in Blocke fester Groye partitioniert. Weiterhin stimmen die durch das Modell
festgelegten Parameter mit denen des I/O-Modells Uberein, d.h. mitB 1 wird die
Blockgroye, mit M B die Groye des internen Speichers und min M die Anzahl der
Datenelemente der untersuchten Probleminstanz bezeichnet. In Anlehnung an reale Com-
puterarchitekturen wird der interne Speicher descache-obliviousModells auch alscache
und die M=B Bldcke im internen Speicher alscacheZeilen bezeichnet.

Die CPU kann nur auf Datenelementen operieren, die sich im internen Speicher be n-
den. Greift die CPU auf ein Datenelement zu, welches sich im internen Speicher be ndet,
so tritt ein cache hitauf und das Datenelement wird dem Prozessor ubergeben. Ansonsten
tritt ein cache missauf und der das Datenelement enthaltende Block wird (automatisch)
aus dem externen in den internen Speicher transferiert. Der durch einecache missaus-
geloste Transfer eines Blocks wird alSpeichertransfer bezeichnet?

Der interne Speicher desache-obliviousModells ist vollassoziativ [38, 53]: Ein in den
internen Speicher eingelesener Block kann in jeder dévi=B mdglichen Positionen des
internen Speichers abgelegt werden. Ist der interne Speicher voll belegt, so muss ein Block
in den externen Speicher ausgelagert werden. Im Gegensatz zum 1/O-Modell wird dies
nicht explizit durch die Algorithmen gesteuert. Stattdessen wird imcache-obliviousModell
eine optimale (automatische) Ersetzungsstrategie dptimal o ine replacement strategy )
angenommen: Es wird automatisch derjenige Block ausgelagert, auf dessen Datenelemente
am langsten nicht mehr zugegri en wird. Aufgrund dieser Eigenschaft wird der interne
Speicher in der Literatur auch ideal-cachegenannt.

2|n dieser Arbeit werden die Blocktransfers im 1/0-Modell als 1/O-Operationen und die (automatischen)
Blocktransfers im cache-oblivious-Modell als Speichertransfers bezeichnet.



2.4. DAS CACHE-OBLIVIOUS -MODELL 17
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- Automatische
Speichertransfers
CPU ----------|-
M=B
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Interner Speicher Externer Speicher

Abbildung 2.5: Das cache-obliviousModell von Frigo et al. [38, 53]

Die E zienz eines Algorithmus wird im cache-obliviousModell durch die Anzahl der
verursachten Speichertransfers, durch den im externen Speicher bendtigten Speicherplatz
und durch die Laufzeit im internen Speicher, d.h. die Laufzeit des Algorithmus im RAM-
Modell, gemessen.

Der entscheidende Unterschied zum I/O-Modell besteht darin, dass die genauen Werte
fur die GroyenM und B im cache-obliviousModell nicht bekannt sind, vgl. Abbildung 2.5.
Algorithmen werden also im cache-obliviousModell ohne Kenntnis der genauen Werte fir
die ParameterM und B entworfen und anschlieyend hinsichtlich jeder konkreten Belegung
dieser beiden Variablen analysiert.

Diese (anscheinend kleine) Anderung hat zwei erstaunliche Konsequenzen: Da die Ana-
lyse eines Algorithmus fir jede Belegung der Variablet und B erfolgt, tre en die Aus-
sagen der Analyse aufedes Paar von benachbarten Ebenen der (modellierten) Speicher-
hierarchie zu, d.h. durch Optimierung eines Algorithmus bzgl. eines Paars benachbarter
Ebenen mit unbekannten Kenndaten, wird dieser automatisch bzgl. jedes Paars benach-
barter Ebenen der Speicherhierarchie optimiert. Die erste Konsequenz ist also, dass durch
Optimierung bzgl. eines Paars benachbarter Ebenen eine simultane Optimierung bzgl. jedes
Paars benachbarter Ebenen der Speicherhierarchie statt ndet. Die zweite Konsequenz ist,
dass die Portabilitat von im cache-obliviousModell konzipierten Algorithmen erhéht wird,
da die (unbekannten) WerteM und B nicht fest in Implementierungen dieser Algorithmen
verankert sein konnen.

%In dieser Arbeit liegt dabei das Hauptaugenmerk auf dem durch einen Algorithmus benétigten Spei-
cherplatz und die durch ihn verursachten Speichertransfers. Der Laufzeitaspekt, also die Analyse des Al-
gorithmus im Kontext des RAM-Modells, bleibt im Folgenden unberiicksichtigt.
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2.4.2 Rechtfertigung des Modells

Das cache-obliviousModell stellt als Berechnungsmodell eine Abstraktion realer Compu-
terarchitekturen dar. Die vier im Modell getro enen Grundannahmen lauten:

Optimale Ersetzungsstrategie
Zwei Speicherebenen
Automatische Ersetzung
Vollassoziativitat

Frigo et al. [38] rechtfertigen diese (unrealistischen) Annahmen, indem sie eine Reihe von
Reduktionen angeben, durch welche dasache-obliviousModell in ein realistischeres Be-
rechnungsmodell abgedndert wird. In diesem realistischeren Modell wird von einer LRU-
Ersetzungsstrategie [east-recently used replacement strategyvon mehreren Speicherebe-
nen und von direkt abgebildeten Speichern ausgegangen. Weiterhin zeigen sie, dass die An-
zahl der verursachten Speichertransfers eines Algorithmus im Kontext desache-oblivious
Modells sich asymptotisch gesehen in diesem realistischeren Modell nicht andert. Auf die
Details dieser Reduktionen soll hier jedoch nicht naher eingegangen werden.

2.4.3 Annahme eines groyen internen Speichers

Eine realistische und bei dem Entwurf und bei der Analyse von Algorithmen im Kontext
descache-obliviousModells hdu g getro ene Annahme ist, dass der interne Speicher ho-
her als breit ist, d.h., dass die Anzahl M=B der im internen Speicher Platz ndenden
Blocke groyer ist, als die AnzahlB der Elemente eines Blocks. In vielen Féllen wird dieser
Sachverhalt durch eine Bedingung von der Form

M 2 ( B?

oder allgemeiner von der Form

M2 (B

mit beliebigem " > 0 vorausgesetzt. Eine Bedingung obigen Typs wird als einAnnahme
eines groyen internen Speicheroder als einetall-cache-Annahme bezeichnet.

Die Bedeutung einer Annahme eines groyen internen Speichers wurde von Brodal und
Fagerberg [22] untersucht. Sie zeigen, dass das vergleichsbasierte Sortieren nicht ohne die
Annahme eines groyen internen Speichers, also durch eine Bedingung obiger Art, mdglich
ist.
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2.4.4 Grundlegende Ergebnisse und Notationen

Ein Algorithmus wird im Kontext des I/O- bzw. cache-obliviousModells alscache-oblivious
bezeichnet, wenn seine E zienz hinsichtlich der benétigten 1/O-Operationen bzw. hinsicht-
lich der verursachten Speichertransfers nicht von der genauen Kenntnis der Belegungen
der ParameterM und B abhangt. Dementsprechend wird ein Algorithmus alscache-aware
bezeichnet, wenn seine E zienz hinsichtlich der I/O-Operationen bzw. Speichertransfers
explizit von den Belegungen der ParameteM und B abhéangt.

Da cache-awareAlgorithmen genauere Kenntnis tUber die zugrundeliegende Speicher-
hierarchie besitzen, kénnen diese die Eigenschaften der Hierarchie besser nutzen. Demnach
Ubertragen sich alle fir das I/0O-Modell entwickelten unteren Schranken direkt auf das
cache-obliviousModell.

Im Kontext des I/O-Modells entwickelten Aggarwal und Vitter [2] flr einige fundamen-
tale Probleme obere und untere Schranken in Bezug auf die bendtigten 1/0-Operationen.
Unter anderem zeigten sie, dass die Sortierung voN (im externen Speicher vorliegenden)
Datenelementen insgesamt( % [o]s Y9N %) I/O-Operationen erfordert. Die Traversierung
von N Datenelementen, d.h. der sukzessive Zugri der CPU auf die Elemente (um z.B.
ein maximales Element zu bestimmen), bendtigt o ensichtlich ( %) I/O-Operationen.

Die beiden unteren Schranken Ubertragen sich aufgrund des gerade genannten Argu-
ments direkt auf das cache-obliviousModell. In Kapitel 3 werden fiir das Sortieren und
Traversieren von Datenelementen e ziente cache-obliviousAlgorithmen gegeben, die die-
se Komplexitat erreichen, d.h. dieN Datenelemente mitO(§- logy-g §) bzw. mit O(§)
Speichertransfers sortieren bzw. traversieren.

In der Literatur werden die beiden obigen Schranken fir die Traversierung und die
Sortierung von N Datenelementen oft durch

N

O(scan(N))= O % bzw. O (sort(N))= O %IogM:B B

abgekdurzt. Diese Notationen werden im Folgenden ebenfalls verwendet.
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Kapitel 3

Algorithmen und Datenstrukturen

Die in Kapitel 2 beschriebenen Vorteile descache-obliviousModells gegenliber anderen
Mehrspeichermodellen flhrten dazu, dass in diesem Modell zahlreiche Algorithmen und
Datenstrukturen beispielsweise fur Probleme aus der algorithmischen Geometrie [1, 9, 14,
20], fur Probleme aus der Graphentheorie [7, 24, 30] und fur die e ziente Bearbeitung von
Suchanfragen [15, 16, 23] entwickelt wurden. Eine generelle Zusammenfassung relevanter
Algorithmen und Datenstrukturen ndet sich z.B. in den Arbeiten von Demaine [34] und
Arge et al. [8].

In diesem Kapitel werden einige ausgewahlte Algorithmen und Datenstrukturen vor-
gestellt, welche im weiteren Verlauf der Arbeit Anwendung nden werden. In Hinblick auf
den Entwurf und die Analyse dieser Algorithmen und Datenstrukturen werden dazu zu Be-
ginn dieses Kapitels in Abschnitt 3.1 einige im Kontext descache-obliviousModells hau g
angewendete Entwurfs- und Analysetechniken vorgestellt. In Abschnitt 3.2 wird dann das
Traversieren und Sortieren von Datenelementen im Kontext desache-obliviousModells
untersucht. Bei der Analyse der Sortierung von Datenelementen wird dabei zunachst ein
hinsichtlich der verursachten Speichertransfers suboptimales Sortierverfahren betrachtet.
Anschlieyend wird ein von Brodal und Fagerberg [20] vorgestelltes im Kontext desache-
oblivious-Modells optimales Sortierverfahren detailliert beschrieben. Kernkomponente die-
ses optimalen Sortierverfahrens ist eine Datenstruktur namens k-Verschmelzer . Diese
Datenstruktur und eine cache-obliviousPrioritdtswarteschlange werden in Abschnitt 3.3
genauer erlautert.

3.1 Entwurfs- und Analysetechniken

In diesem Kapitel werden allgemeine Techniken zum Entwurf und zur Analyse von Algo-
rithmen und Datenstrukturen im Kontext des cache-obliviousModells behandelt. Dabei
wird zunéchst auf dasdivide and conquerParadigma eingegangen, dessen Anwendung in
vielen (wenn auch nicht in allen) Fallen zu optimalencache-obliviousAlgorithmen fihrt.
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Anschlieyend wird der Nutzen von rekursiven Speicherstrukturen bei der Konstruktion
von cache-obliviousDatenstrukturen anhand eines Beispiels veranschaulicht. Zuletzt wird
ein bei der Analyse von Algorithmen und Datenstrukturen im cache-obliviousModell oft
verwendetes Analyseverfahren beschrieben.

3.1.1 Divide and Conquer

Die Anwendung desdivide and conquerParadigmas fuhrt im cache-obliviousModell in
vielen Fallen zu e zienten Algorithmen. Allgemein teilen divide and conquerAlgorithmen
das zu lésende Problem in mehrere (unabhangig voneinander zu l6ésende) Teilprobleme
mit geringerer Groye auf, I6sen diese Teilprobleme rekursiv und kombinieren nach Been-
digung aller rekursiven Aufrufe die ermittelten Teilldsungen zu einer Lésung des Gesamt-
problems. Da die Groye der rekursiven Teilprobleme mit zunehmender Rekursionstiefe
sukzessiv abnimmt, passt ein solches Teilproblem ab einem gewissen Zeitpunkt vollstandig
in den internen Speicher und kann dort e zient geldst, d. h. ohne weitere Speichertransfers
zu verursachen, bearbeitet werden.

Wie Demaine [34] bemerkt, verursacherivide and conquerAlgorithmen im Kontext
des cache-obliviousModells oft eine asymptotisch optimale Anzahl an Speichertransfers

speziell wenn durch das Aufteilen und Kombinieren der Teilprobleme nur wenige Spei-
chertransfers verursacht oder die Kosten fur das Aufteilen und Kombinieren durch die
Blattkosten des zugehorigen Rekursionsbaums dominiert werden (d.h., dass die Anzahl
der Blatter in dem Rekursionsbaum polynomial gréyer ist als die Anzahl der durch das
Aufteilen und Kombinieren der Teilprobleme verursachten Speichertransfers).

Obwohl dieses Paradigma in vielen Féllen zu optimalercache-obliviousAlgorithmen
fuhrt, muss dies nicht immer der Fall sein. Ein Beispiel flr einen hinsichtlich der verur-
sachten Speichertransfers suboptimalewlivide and conquerAlgorithmus wird zu Beginn
des Abschnitts 3.2.2 gegeben.

3.1.2 Rekursive Speicherstrukturen

Analog zu der beidivide and conquerAlgorithmen statt ndenden rekursiven Aufteilung
des Gesamtproblems in Teilprobleme geringerer Gréye fuihrt im Kontext desache-oblivious
Modells die Anwendung von Rekursion beim Entwurf von Datenstrukturen in vielen Fallen
Zu e zienten Strukturen.

Exemplarisch soll hier kurz die von Prokop [53] vorgestelltecache-oblivious Version
einesB -Baums [13, 32] vorgestellt und analysiert werden. Im 1/O-Modell kdnnen mit Hilfe
eines B-Baums Suchanfragen e zient implementiert werden: Die HOhe einesB-Baums
fur N Elemente betragt O(logg N). Da bei einer Suchanfrage fur die Bearbeitung jedes
Knotens im I/O-Modell hochstens O(1) I/O-Operationen benétigt werden, ergibt sich eine
I/O-Komplexitat von O(logg N) fur eine einzelne Suchanfrage [57].
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(a) Das van Emde Boas layout (b) Partitionierung in Basisbaume

Abbildung 3.1: Dasvan Emde Boas layout(Abbildung (a)) und die Partitionierung eines Baums
in Basisbaume (Abbildung (b)), vgl. [8]. Der rot markierte Pfad durchlauft hochstens O(logg N)
Basisbdume. Die Bearbeitung eines Basisbaums verursacht dab®i(1) Speichertransfers.

Wie Arge et al. [8] bemerken, scheint es schwierig eineache-obliviousVariante eines
B -Baums zu entwickeln, da der WertB ein grundlegender Bestandteil in der De nition und
Konstruktion der Datenstruktur ist. Um die obige 1/O-Komplexitat auch im Kontext des
cache-obliviousModells zu erreichen, also Suchanfragen m®(logg N) Speichertransfers
zu ermoglichen, legt Prokop [53] einen (vollstandigen) Bindrbaum mit Hilfe eines rekursiv
de nierten Speicherlayouts im Speicher ab. Dieses rekursiv de nierte Speicherlayout wird
allgemein als dasvan Emde Boas layoutbezeichnet und soll nun kurz erlautert werden.

Der Einfachheit halber werden hier nur vollstdndige Binarbdume betrachtet. Dasvan
Emde Boas layouteines vollstéandigen Binarbaumsl' mit N Blattern wird wie folgt rekursiv
de niert: Besitzt T nur einen Knoten, so besteht dasran Emde Boas layoutdieses Baums
aus diesem einen im Speicher abgelegten Knoten. Ansonsten seF log N die Hohe des
Baums.! Der obere BaumT, von T ist derjenige Teilbaum von T, dessen Knoten alle eine

mit Tiefe h b h=2c gewurzelten Teilbdume vonT . Dasvan Emde Boas layoutvon T besteht
dann aus demvan Emde Boas layoutvon Ty gefolgt von denvan Emde Boas layoutsder
unteren Baume Ty;:::; T}, vgl. Abbildung 3.1 (a). Aufgrund von 2(0°09N)=2 = P N besitzt
jeder der Teilbdume eine Groye von( ~ N) und es gilt1 2 ( N).

Ein anhand desvan Emde Boas layoutsm Speicher abgelegter vollstandiger Binarbaum
unterstitzt e ziente Suchanfragen:

3.1.1 Theorem ([8, 53]). SeiT ein anhand des van Emde Boas layouts im Speicher ab-
gelegter vollstandiger Bindarbaum mitN Blattern. Dann werden durch eine Suchanfrage

YIn dieser Arbeit wird mit log der Logarithmus log, zur Basis 2 bezeichnet.
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(also durch eine Traversierung eines Wurzel-Blatt-Pfades) hochster®(logg N) Speicher-
transfers verursacht.

Beweis. Um die Anzahl der verursachten Speichertransfers zu analysieren, sei das Rekur-
sionslevel der rekursiven De nition desvan Emde Boas layoutsetrachtet, ab der die Teil-
baume eine Groye kleiner al8 besitzen. Der gesamte Baum wird durch dieses Rekursions-
level in eine Menge von Teilbdumen partitioniert, die jeweils eine Groye zwischei P B)
und ( B) und somit eine Hohe von (log p§) = (log B) besitzen, vgl. Abbildung 3.1
(b). Diese Teilbdume seien al8asisbAumebezeichnet. Nach De nition desvan Emde Boas
layouts wird jeder Basisbaum in ( B) zusammenhangend im Speicher liegenden Speicher-
platzen abgelegt. Der Zugri auf einen solchen Basisbaum verursacht demnach héchstens
O(1) Speichertransfers. Betrachtet man nun einen Pfad von der Wurzel ausgehend zu einem
Blatt von T, so durchlauft dieser Pfad insgesamt hochster®((log N)=logB) = O(logg N)
Basisbdume. Eine Suchanfrage verursacht somit insgesamt hochstedglogg N) Speicher-
transfers.

Im Kontext des cache-obliviousModells fihren rekursiv de nierte Speicherstrukturen obi-
ger Art oft zu e zienten Datenstrukturen. Ein Beispiel einer solchen rekursiv de nierten
Datenstruktur wird in Abschnitt 3.3 gegeben.

3.1.3 Amortisierte Analyse

Mit Hilfe der amortisierten Analyse [32] werden die Durchschnittskosten (z.B. die Lauf-
zeit oder die verursachten Speichertransfers) einer einzelnen Datenstruktur-Operation im
schlimmsten Fall innerhalb einer Sequenz von Operationen analysiert. Diese Analyse un-
terscheidet sich von der randomisierten Analyse [32], da in dieser die Kosten im erwarteten
Fall, d.h. die Durchschnittskosten Uber alle méglichen Eingabefélle untersucht werden; bei
der amortisierten Analyse werden hingegen die Durchschnittskosten jeder Operation im
schlimmsten Fall betrachtet.

Wie Cormen et al. bemerken, sind die drei bekanntesten bei der amortisierten Analy-
se verwendeten Techniken diedggregat; Bankkonto- und Potentialfunktion-Methode. Die
Aggregat- und Bankkonto-Methode werden nun kurz erlautert. Fir weitere Details und
eine Beschreibung der Potentialfunktion-Methode siehe Cormest al. [32].

Aggregat-Methode

Bei Anwendung der Aggregat-Methode wird zunachst eine obere Schranke(N) fir die
Gesamtkosten einer beliebigen Sequenz voN Operationen ermittelt. Jeder Operation
werden dann die amortisierten Kosten T(N)=N zugeschrieben. Die fir eine Operation
veranschlagten amortisierten Kosten sind also unabhéangig vom Typ der Operation immer
gleich.
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Bankkonto-Methode

Bei der Bankkonto-Methode kdnnen im Gegensatz zur Aggregat-Methode den Operatio-
nen abhéngig vom Typ unterschiedliche amortisierte Kosten zugeschrieben werden. Einigen
Operationen werden dadurch hdéhere und anderen geringere (amortisierte) Kosten zuge-
schrieben, als sie tatséchlich verursachen. Bei Betrachtung einer beliebigen Sequenz von
Operationen wird dabei gefordert, dass zu jedem Zeitpunkt die Di erenz zwischen den bis
dahin insgesamt veranschlagten amortisierten und den bis dahin insgesamt verursachten
Kosten gréyer oder gleich null ist: Werden die tatséchlich verursachten Kosten dei-ten
Operation in einer beliebigen Sequenz vomN Operationen mit ¢, und die amortisierten
Kosten dieser Operation mité& bezeichnet, so muss

Xk Xk

furalle k mit 1 ) N erflllt sein.

Weitere Erlauterungen und einfiihrende Beispiele dieser (beiden) Analysetechniken sind
z.B. bei Cormenet al. [32] zu nden. In dieser Arbeit wird vor allem die Bankkonto-
Methode bei der Analyse der vorgestellten Algorithmen und Datenstrukturen Anwendung
nden.

3.2 Algorithmen

In diesem Abschnitt soll auf zwei fundamentale Bausteine bei der Konzeption von Algo-
rithmen eingegangen und im Kontext descache-obliviousModells analysiert werden: Das
Traversieren und Sortieren von Datenelementen.

3.2.1 Traversieren

Das Traversieren von Datenelementen ist eine der am h&u gsten verwendeten Techniken
beim Entwurf von Algorithmen in Mehrspeichermodellen und speziell dentache-oblivious
Modell. Im (real-)RAM-Modell kdnnen N Datenelemente in einer Laufzeit vonO(N) tra-
versiert, d.h. von dem Prozessor sukzessiv bearbeitet werden. Liegen die Datenelemente
im cache-obliviousModell in beliebigen Blocken des externen Speichers vor, so kann ei-
ne Traversierung dieser Elemente insgesamMl Speichertransfers benétigen, da ggf. bei
jedem Zugri des Prozessors auf ein Datenelement ein Speichertransfer verursacht wird.
Liegen die Elemente jedoch zusammenh&ngend im externen Speicher vor, so kann eine Tra-
versierung dieser Elemente imcache-obliviousModell analog zum I/O-Modell mit ( %)
Speichertransfers durchgefihrt werden, vgl. Abbildung 3.2:

3.2.1 Theorem. Das Traversieren vonN Datenelementen, die in einem zusammenhan-
genden Bereich des externen Speichers abgelegt sind, verursacht im cache-oblivious-Modell
mindestensdy-e und hochstensdy-e+ 1 Speichertransfers.
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Externer Speicher

w L N )

Abbildung 3.2:  Traversierung von zusammenhéngend im externen Speicher abgelegten Daten-
elementen im cache-obliviousModell. Die Traversierung der zwolf Elemente verursacht hdchstens
dl2=5e+ 1 =4 Speichertransfers.

Beweis. Der zusammenhangende Bereich belegt eine endliche Anzahl von Blocken im ex-
ternen Speicher. Gilt % 2 N, so werden zur Speicherung der Elemente im optimalen Fall
genauy = djeund im ungunstigsten Fall genaul +1 = d¥-e+1 Blocke zur Speicherung
bendtigt. Gilt ¥ 2 N, so werden mindestensif-e und hichstensdy e+ 1 Blocke belegt.

Aufgrund der genauen Kenntnis der Belegungen der Variablet und B kann im I/O-
Modell ein Array mit N Elementen in dN=B e Speicherblocken der Groye8 abgelegt und
somit mit maximal dN=B e I/O-Operationen traversiert werden. Da die genauen Belegun-
gen der beiden Variablen imcache-obliviousModell nicht bekannt sind, kann das Array in
diesem Fall nicht bzgl. der Blockgroye ausgerichtet werden, wodurch insgesamt ein zusatz-
licher Speichertransfer verursacht werden kann.

3.2.2 Sortieren

Das Sortieren von Datenelementen ist eines der am meisten untersuchten Probleme in
der Informatik und stellt sich im Kontext des cache-obliviousModells in vielen Fallen als
Hauptkomponente e zienter Algorithmen heraus. Aggarwal und Vitter [2] zeigten, dass
fur das vergleichsbasierte Sortieren voiN Elementen im 1/O-Modell ( % logy-g %) I/O-
Operationen bendtigt werden. Da Algorithmen im I/O-Modell die Blocktransfers explizit
kontrollieren und somit die Blocktransfers optimal ausnutzen kénnen, Gbertragt sich die un-
tere Schranke fur das vergleichsbasierte Sortieren auch auf Algorithmen isache-oblivious
Modell. Die ersten optimalen cache-obliviousSortieralgorithmen wurden von Frigo et al.
entwickelt: Einer dieser (beiden) Sortieralgorithmen, genanntfunnelsort, kann als Varian-
te einesmergesortVerfahrens gesehen werden. Der andere Algorithmus ist eine Adaption
des distributionsort -Verfahrens. Fir beide Algorithmen wird die Annahme eines groyen
internen Speichers der FormM 2 ( B?) getro en.
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Eine vereinfachte Version dedunnelsort-Verfahrens wurde von Brodal und Fagerberg
[20] vorgestellt. Dieses Verfahren, genannazy funnelsort tri t eine Annahme der Gestalt
M 2 ( B¥"), wobei" eine beliebig kleine positive Konstante ist. Brodal und Fagerberg
zeigten weiterhin, dass das vergleichsbasierte Sortieren von Elementen ohne Annahme eines
groyen Speichers nicht moglich ist [22].

Es wird nun zunachst ein imcache-obliviousModell suboptimales Sortierverfahren vor-
gestellt und analysiert. Obwohl dieses Verfahren auf dendivide and conquerPrinzip ba-
siert, stellt sich heraus, dass durch Anwendung dieses Verfahrens eine suboptimale Anzahl
von Speichertransfers verursacht wird. Dagdivide and conquerPrinzip muss also nicht
zwangsweise zu optimalertache-obliviousAlgorithmen fiihren. Anschlieyend wird das von
Brodal und Fagerberg [20] vorgestellte optimaldazy funnelsort-Verfahren vorgestellt und
analysiert.

Zwei-Wege- Mergesort

Unter dem Begri mergesort (Sortieren durch Verschmelzen) wird eine Gruppe von Sor-
tieralgorithmen zusammengefasst, die alle nach dem gleichen Prinzip funktionieren: Um
ein Array mit N Elementen zu sortieren, teilenmergesortAlgorithmen dieses zunéchst in
Teilarrays auf, welche anschlieyend rekursiv sortiert und nach Abarbeitung aller rekursiven
Aufrufe zu einem sortierten Array zusammengefligt werden. Detaillierte Beschreibungen
verschiedenermergesortAlgorithmen nden sich z.B. bei Ottmann und Widmayer [51].
Einer der bekanntestenmergesortAlgorithmen ist der Zwei-Wege-mergesorAlgorithmus,
welcher nun beschrieben und im Kontext descache-obliviousModells analysiert werden
soll.

Algorithmus Durch den Zwei-WegemergesortAlgorithmus wird ein (unsortiertes) Ar-
ray in zwei (etwa) gleich groye Teilarrays aufgeteilt, welche anschlieyend rekursiv sortiert
und nach Abarbeitung der rekursiven Aufrufe zu einem sortierten Array zusammengeftigt
werden. Eine mogliche Pseudocode-Darstellung dieses Verfahrens wird durch die Prozedur
Mergesort  (Algorithmus 3.1) gegeben.

Die Prozedur Mergesort  verwendet die HilfsprozedurMerge (A;l; m;r ), welche die
beiden sortierten Teilarrays A[l::m] und A[m + 1::r] zu einem sortierten Teilarray vereint
und anschlieyend das urspriingliche TeilarrayA[l::r ] durch dieses neue ersetzt.

Analyse Die Laufzeit des Zwei-WegeMergesort-Verfahrens bei Anwendung auf ein Array
der LdngeN betragt im RAM-Modell o ensichtlich  ( N logN ). Obwonhl dieses Verfahren
auf demdivide and conquerPrinzip basiert, verursacht es bei Anwendung eine im Kontext
descache-obliviousModells suboptimale Anzahl an Speichertransfers:
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Prozedur Mergesort (A;l;r)

Eingabe: Ein Array A mit Gesamtlange N und zwei nattrliche Zahlenl;r mit 0 | r N 1
1: if I<r then

2: m=Db(l+r)=2c

3:  Mergesort (A;l;m)

4. Mergesort (A;m +1;r)

5. Merge (A;l;m;r)

6: end if

Algorithmus 3.1:  Das Zwei-WegeMergesort-Sortierverfahren, vgl. [51, 53]

3.2.2 Lemma ([34, 53]). Unter der Annahme vonM 3B verursacht die Anwendung
der Prozedur Mergesort  auf ein Array A der LangeN insgesamt % log % Speicher-
transfers.

Beweis. Die Hilfsprozedur Merge kann aufgrund der Mindestgroye des internen Speichers
zwei Teilarrays e zient zu einem (sortierten) Array verschmelzen. Weiterhin lassen sich die
durch Anwendung der ProzedurMergesort  auf ein N -elementiges Array verursachten
Speichertransfers durch die Rekurrenz

(

T(N) = 1) fur N B;

2 T(N=2)+ ( N=B) sonst

beschreiben: GiltN B, so mussen nur konstant viele Blocke in den internen Speicher
geladen werden. Ansonsten teilt die ProzeduMergesort  das Array in zwei Teilarrays
der Groye N=2 auf und sortiert diese rekursiv. Nach Abarbeitung des zweiten rekursiven
Aufrufs (Zeile 4) sind aufgrund der im cache-obliviousModell angenommenen optimalen
Ersetzungsstrategie die meisten der Blocke des ersten rekursiven Aufrufs (Zei® aus
dem internen Speicher verdrangt worden. Diesg N) Elemente missen wahrend der Ver-
schmelzung (Zeile5) wieder in den internen Speicher geladen werden, wodurclf N=B)
Speichertransfers verursacht werden.

Der durch die Rekurrenz induzierte Rekursionsbaum besitzt( N=B) Blatter, deren
Bearbeitung insgesamt ( N=B) Speichertransfers verursacht. Da die Anzahl der verur-
sachten Speichertransfers auf allen anderen Ebenen ebenso jewgildN=B) betragt und
der Rekursionsbaum eine Tiefe von(log §) aufweist, werden insgesamt( § log §) Spei-
chertransfers verursacht.

Durch das obige mergesortVerfahren wird also nicht die optimale obere Schranke von
O(sort(N)) = O(% l0Qy-g %) fur die Anzahl der verursachten Speichertransfers erreicht.
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- Ausgabestrom
k Eingabestrome . S o

S R Gesamtlangek®

Abbildung 3.3:  Verschmelzung vonk (sortierten) Listen mit Gesamtgréye k¢ (d  2) zu einer
(sortierten) Liste mit Hilfe eines k-Verschmelzers. Dieser besitzt einen Speicherplatzbedarf von
( k(@1 =2) und verursacht pro Anwendung O('fa—d logy, (k%) + k) Speichertransfers.

Lazy Funnelsort

Es wird nun das von Brodal und Fagerberg [20] entwickeltdazy funnelsort-Verfahren be-
schrieben. Die zentrale Idee dieses Verfahrens basiert auf einer statischen Datenstruktur
namensk-Verschmelzer k-merger). In Abschnitt 3.3 wird diese Datenstruktur genauer er-
lautert. Zunachst soll ein k-Verschmelzer jedoch als eine Black Box mik Eingdngen und
einem Ausgang aufgefasst werden, welche bei Anwendung die Elemente d&usortierten
Eingabestromen mit Gesamtgréyek? (d  2) zu einem sortierten Ausgabestrom vereint.
Dazu werden diek Eingabestréme zu Beginn einer Anwendung mit derk Eingdngen des
k-Verschmelzers verknipft. Der Ausgang liefert dann wahrend der Anwendung einen sor-
tierten Ausgabestrom, welcher aus den Elementen der vereinten Eingabestrome besteht,
vgl. Abbildung 3.3. In Hinblick auf die Beschreibung dedazy funnelsort-Verfahrens werden
noch die folgenden Eigenschaften einds-Verschmelzers benétigt: Fur den Speicherplatz-
bedarf S(k) einesk-Verschmelzers gilt

wobeic > 1 eine reelle Konstante ist. Zu beachten ist hierbei, dass der Speicherplatzbedarf
fur die Eingabestrome und fir den Ausgabestrommicht in S(k) enthalten ist. Weiterhin
verursacht ein k-Verschmelzer unter der Annahme von

B (d+1) =(d 1) M=3c

pro Anwendung h('jchstens()('és—d logy (k%) + k) Speichertransfers.

Algorithmus Um N in einem Array gespeicherte Elemente zu sortieren, kann eil -
Verschmelzer auf dieN einelementigen Teilarrays angewendet werden. Wie Brodal und Fa-
gerberg [20] bemerken, ist diese (direkte) Anwendung einds-Verschmelzers nicht e zient:
Da ein N -Verschmelzer mindestensN (¢+1) =2 Speicherplatz benétigt, wiirde diese Vorge-
hensweise zu einem Algorithmus mit nicht-linearem Speicherplatzbedarf fiihren. Weiterhin
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sind k-Verschmelzer auch nur dann e zient, wenn diek Eingabestréme eine Gesamtgroye
von k¢ aufweisen. DieN einelementigen Teilarrays besitzen jedoch zusammen nur eine
Gesamtgréye vonN (< N 9).

Das von Brodal und Fagerberg [20] e ziente lazy funnelsort-Verfahren zur Sortierung
eines Arrays mit N Elementen hat (deshalb) den folgenden Aufbau: Zunachst wird das
Array in N9 zusammenhangende Segmente der Grope! =9 aufgeteilt. Die Segmen-
te werden anschlieyend rekursiv sortiert und nach Abarbeitung aller rekursiven Aufrufe
mit Hilfe eines N 79-Verschmelzers wieder zu einem sortierten Array zusammengefiigt. In
der ProzedurLazy-Funnelsort (Algorithmus 3.2) wird eine Pseudocode-Darstellung fiir
diese Vorgehensweise gegeben. Da der kleinstmdglidké/erschmelzer ein2-Verschmelzer
ist und dieser bei Anwendung2? Elemente ausgibt, bricht die Rekursion ab, sobald eine
Liste weniger als2? Elemente besitzt, vgl. Ronn [54].

Prozedur Lazy-Funnelsort (A)

Eingabe: Ein Array A mit N Elementen.

1: if N < 29 then

2:  Sortiere die N Elemente mit Hilfe eines beliebigen Sortierverfahrens.

3: else

4: Teile das Array in N¥¢ zusammenhiangende Segmente der Groyd® 79 auf. Seien

for i =1 to N*9 do
Lazy-Funnelsort  (L;)
end for

end if

Algorithmus 3.2:  Das lazy funnelsort-Verfahren, vgl. [20, 54]

Analyse Besteht das Eingabearray der Prozedur aus weniger a&' Elementen, so wird
dieses in Zeile2 mit Hilfe eines beliebigen Sortierverfahrens (z.B. mit dem obigen Zwei-
WegemergesortVerfahren) sortiert. Ansonsten ndet eine Aufteilung der Liste in N 179
Segmente gleicher Groye statt (Zeilet). Die Segmente werden anschlieyend rekursiv be-
arbeitet (Zeile 6) und nach Abarbeitung aller rekursiven Aufrufe mit Hilfe eines N 179-
Verschmelzers wieder zu einem sortierten Array verschmolzen (Zei®. Die Korrektheit
dieses Verfahrens ist somit o ensichtlich.

Fiir die Anwendung desN *=9-Verschmelzers in Zeile8 wird zusétzlicher Speicherplatz
benétigt. Da nach Voraussetzungd 2 gilt, folgt fiir den Speicherplatzbedarf S(N 179) des
N =9-Verschmelzers

S(N¥Y) ¢ N@D=d<c N:
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Der N 1=d-Verschmelzer benétigt also sublinear viel zusatzlichen Speicherplatz. Da wei-
terhin zu jedem Zeitpunkt nur ein k-Verschmelzer aktiv ist und der N ¥9-Verschmelzer
den groyten der involvierten Verschmelzer darstellt, reicht dieser zusétzliche Speicherplatz
fur die Anwendungen aller Verschmelzer aus. Um die sortierten Teilsegmente (Zeil®
zwischenzuspeichern, wird zudem ein globales temporéares Array linearer Groye bendtigt.
Insgesamt besitzt das Verfahren also einen linearen Speicherplatzbedarf.

Da jeder Sortieralgorithmus im cache-obliviousModell mindestens ( % l0Qy-p %) Spei-
chertransfers verursacht, wird die hinsichtlich der verursachten Speichertransfers optimale
Arbeitsweise des obigen Verfahrens durch das folgende Theorem belegt:

3.2.3 Theorem ([20]). Seiend 2undc > 1 wie oben gewahlt. Unter der Annahme von
B(d*1)=(d 1) M=3c verursacht die Anwendung der Prozedut.azy-Funnelsort  auf ein

Array A mit N Elementen hochsten®© d § logy-g § = O(sort(N)) Speichertransfers.

Beweis. Die N Eingabeelemente werden durch das Verfahren iN =4 Segmente der Groye
N ! 17 eingeteilt, welche anschlieyend rekursiv sortiert und nach Beendigung aller rekur-
siven Aufrufe mit Hilfe eines N 9-Verschmelzers zu einem sortierten Array verschmolzen
werden. Die sortierten Teilsegmente werden dabei in einem globalen Array der Groyé
zwischengespeichert. Fiir den Ausgabestrom dds 179-Verschmelzers kann dann der ur-
springliche Speicherplatz deN Elemente verwendet werden.

Da fiir den SpeicherplatzbedarS(k) einesk-Verschmelzerk(@D =2 g(k) ¢ k(d+1) =2
gilt und dieser bei Anwendungk? Elemente ausgibt, ist S(k) linear in der Anzahl der
verschmolzenen Elemente. Der (gesamte) Speicherplatzbedarf eines rekursiven Aufrufs der
Prozedur Lazy-Funnelsornt mit Rekursionstiefei setzt sich aus dem Speicherplatzbedarf
fur die Eingabeelemente, fiir die Zwischenergebnisse und fir dér® =9 =d_verschmelzer
zusammen und lasst sich weiterhin aufgrund obiger Bemerkungen wie folgt abschatzen:

N (@ 1=d)' , N @ 1=d)' S(N(l 1=d)' 1=d) 2 NG 1=d)' c NG 1=d)'

= (2+ 9 NG =

Da die Groye der Segmente mit zunehmender Rekursionstiefe sukzessiv abnimmt, gilt ab
einer gewissen Rekursionstiefe

2+ N@ =0 <.

Demnach passen die Elemente des (rekursiv zu sortierenden) Segments, das Array fur die
Zwischenergebnisse und der zugehodrigeVerschmelzer ab dieser Rekursionstiefe gemein-
sam in den internen Speicher. Da bei der rekursiven Sortierung dex ¢ =9 Elemente
immer nur ein k-Verschmelzer aktiv ist und der N@ 19 =d_verschmelzer den groyten
dieserk-Verschmelzer dargestellt, mussen alle involvierten Blécke im Zuge der restlichen
Rekursion jeweils nur einmal in den internen Speicher geladen werden. Werden alpm
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Element amortisierte O Bi Speichertransfers veranschlagt, so sind die Kosten fir alle
rekursiven Aufrufe mit Rekursionstiefe | gedeckt.

Fiir die auf den héheren Rekursionsebenen verwendet&rVerschmelzer giltk? — 52-M

und somit
ki 3¢ g@n=d .
2+cC
Die letzte Ungleichung impliziert

kd 1 y B(d+l):d>y B

d 1

mit y = % ¢, woraus schlieylichkd=B >y k folgt. Die auf den hoheren Rekursions-

ebenen verwendeterk-Verschmelzer verursachen demnach bei Anwendung héchstens
o) E|o ki+k =0 k—dlo kd
B v = B Im

Speichertransfers, wasO % logy,, k¢ amortisierten Speichertransferspro Element ent-

spricht. Weiterhin verursacht sowohl das Lesen der Eingabelemente eines rekursiven Auf-
rufs als auch das Schreiben des sortierten Segments in das globale Ar@y Bl amortisierte
Speichertransferspro Element. Insgesamt werden deshalb durch alle rekursiven Aufrufero
Element hdchstens

I
1 R _ i
O 5 1+ logy NG = =0 d
i=0
amortisierte Speichertransfers verursacht. Fur die Bearbeitung aller Elemente werden somit
hochstensO d %Iog,\,I N Speichertransfers bendétigt.
Es bleibt noch O d Flogy N = O d §logu § zu zeigen. Da nach Vorausset-

zungM 3¢ BED=A 1) gilt, folgt

logy N

d+1

logM log 3¢ B4 D = ="~ |ogB +log3c
qz-
>1
und somit oaN oaN
0g 0g
I N = = (I N):
o9 logM logB “ (log M) (log w N)

Der Logarithmus zur BasisM entspricht also in diesem Fall dem Logarithmus zur Basis
M=B, vgl. Demaine [34]. Mit

d+1
logN  logM logB +log3c
i3
>1
folgt dann analog zu obiger Argumentation
N N
0] glog%§ = 0 §Iog%N —logm B
N
= 0 B IognEAT N
N
= O B logy N
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Der Kerngedanke der obigen Analyse besteht also darin, dass ab einer gewissen Rekursi-
onstiefe der Speicherplatzbedarf fir die Eingabeelemente, den Hilfsspeicher und den zuge-
horigen k-Verschmelzer hinreichend klein ist, so dass alle involvierten Blocke im Zuge der
restlichen rekursiven Aufrufe nur einmal in den internen Speicher geladen werden missen.
Fir die Bearbeitung der Segmente auf den héheren Rekursionsebenen kakfeB >y k

(y > 0) gezeigt und somit die Anzahl der durch Anwendung einek-Verschmelzers ver-
ursachten Speichertransfers mittels der oberen Schrank@ 'E—d logy k¢ begrenzt werden,
was letztendlich zum obigen Ergebnis fihrt.

Parameter d  Im obigen Verfahren kann durch Wahl der Konstantend die Anforderung
an die Groye des internen Speichers variiert werden. In der Literatur [8, 34, 38] wird oft
d = 3 gewahlt und somit eine Annahme der FormM 2 B2 getro en. Fir d > 3 ergibt
sich zwar eine schwachere Bedingung der Gestal 2 ( B*") mit " 2 (0;1), jedoch
verursacht das obige Verfahren dann um einen Faktor aus * mehr Speichertransfers
als in dem Fall M 2 ( B?). Die Wahl der Konstanten d stellt also einen Kompromiss
zwischen der Anforderung an den internen Speicher und dem konstanten Vorfaktor in der
(in allen Fallen asymptotisch optimalen) Grenze fir die verursachten Speichertransfers dar.
Wie Brodal und Fagerberg [22] bemerken, ist dieser Kompromiss der bestmégliche fur das

vergleichsbasierte Sortieren.

3.3 Datenstrukturen

In diesem Abschnitt werden zweicache-obliviousDatenstrukturen genauer erlautert. Die
erste ist die weiter oben schon angesprochene Struktur ein&sVerschmelzers. Die zweite
Datenstruktur ist eine von Brodal und Fagerberg [21] entwickelte Prioritatswarteschlange
namensfunnel heap

3.3.1 k-Verschmelzer

In den Arbeiten von Frigo et al. [38, 53] wird ein k-Verschmelzer rekursiv anhand von
k-Verschmelzern und Pu ern de niert. Hier soll jedoch eine (vereinfachte) Version eines
solchenk-Verschmelzers behandelt werden, die auf Brodal und Fagerberg [20] zurtickgeht.

Struktur

Zur De nition eines k-Verschmelzers wird die De nition einesbinaren Verschmelzers(bi-
nary merger) bendtigt. Ein binarer Verschmelzer vereint zwei sortierte Eingabestrome zu
einem sortierten Ausgabestrom: Pro Verschmelzungsschritt wird ein Element vom Kopf
eines der beiden Eingabestrome an das Ende des Ausgabestroms bewegt. Der Kopf beider
Eingabestrome sowie das Ende des Ausgabestroms be nden sich jeweilsRo ern , die
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>

Ausgabepu er

! Gréye (16)¢
INIRIN
il
(a) Binarer Verschmelzungsbaum (b) 16-Verschmelzer

Abbildung 3.4: In Abbildung (a) wird ein aus funf binaren Verschmelzern zusammengesetzter
binarer VVerschmelzungsbaum dargestellt. Abbildung (b) zeigt einenl6-Verschmelzer @ 2), vgl.
[8]. Die Groyen der Pu er unterscheiden sich dabei je nach Rekursionstiefe.

eine begrenzteAnzahl von Elementen aufnehmen kénnen. Ein Pu er pu er ) ist ein Array
mit zusatzlichen Feldern, die die Groye des Arrays und Zeiger auf das erste und das letzte
Element des Arrays speichern.

Bindre Verschmelzer kdnnen zubinaren Verschmelzungsbaumeiibinary merge tree9
[8] kombiniert werden, um mehrere Eingabestréme gleichzeitig zu vereinen. Ein binarer
Verschmelzungsbaum ist ein Bindrbaum, dessen innere Knoten mit bindren Verschmel-
zern korrespondieren. Mit Ausnahme der Wurzel bildet der Ausgabestrom eines inneren
Knotens einen der beiden Eingabestrome seines Vaterknotens. Der Ausgabestrom des Wur-
zelknotens stellt den Ausgabestrom des gesamten Verschmelzungsbaums dar. Jede Kante
zwischen zwei inneren Knoten korrespondiert demnach mit einem Ausgabepu er. Zusatz-
lich besitzt ein Verschmelzungsbaum einen mit seinem Wurzelknoten korrespondierenden
Ausgabepu er. Die zu verschmelzenden Elemente sind in (externen) Eingabestrémen ent-
halten, welche mit den Blattern des Verschmelzungsbaums verknupft werden, vgl. Abbil-
dung 3.4 (a).

Ein k-Verschmelzer(k-merger) [20] ist ein bindrer Verschmelzungsbaum, dessen Pu er
spezielle Groyen besitzen. Wie auch in anderen Arbeiten [8, 20, 21] wird der Einfachheit
halber angenommen, das& von der Form k = 21 fiir eine positive ganze Zahlj ist. Ein
k-Verschmelzer ist somit ein vollstandiger Bindrbaum mitk 1 binaren Verschmelzern, vgl.
Abbildung 3.4 (b). Der Ausgabepu er des Wurzelknotens einek-VerschmelzersT besitzt
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Po | | Ausgabepu er der Groye k¢

Oberer Baum

dlogk e

blo% k c

L(T) | L(To) |P1 | L(T1) |P2 | L(Ty) o o . P 1|L(T) 1)|P1 | L(T)

Abbildung 3.5: Rekursive De nition der Puergroyen und Speicherplatzbelegung einesk-
VerschmelzersT, vgl. [8, 34, 54]. Die Pu er zwischen dem oberen Teilbaum und der = 249l0g k'~e
unteren Teilbdumen besitzen eine Gréye vordk®=2e. Ein unterer Teilbaum wird gemeinsam mit
seinem Ausgabepu er (falls ein solcher vorhanden ist ein Blatt besitzt keinen Ausgabepu er) im
Speicher abgelegt. Der Ausgabepu ePy wird separat gespeichert.

eine Gréye vonkd. Die Groyen der (restlichen) internen Puer von T werden rekursiv
de niert: Sei i = log k die Tiefe von T. Der obere Baumvon T ist derjenige Teilbaum,
dessen Knoten alle eine Tiefe von maximali=2e besitzen. Dieunteren Baumevon T sind
die in den Knoten mit Tiefe di=2e+ 1 gewurzelten Teilbdume vonT. Die Gréye der Pu er
zwischen dem oberen und den unteren Baumen betragk?2e. Innerhalb der Teilbaume
werden die Groyen der Pu er durch Rekursion de niert, vgl. Abbildung 3.5.

Die Speicherplatzbelegund- (T) einesk-VerschmelzersT wird ebenso rekursiv anhand
der obigen Teilbaume de niert: Besteht T aus nur einem Knoten, so wird dieser ohne sei-
ne Eingabepu er und ohne seinen Ausgabepu er im Speicher abgelegt. Ansonsten seien

eines unteren TeilbaumsT; (falls ein solcher vorhanden ist) wird dabei vor der Speicher-
platzbelegung L (T;) zusammenh&ngend mit dieser im Speicher abgelegt, vgl. Abbildung
3.5. Der Ausgabepu er des Wurzelknotens gehérhicht zur Speicherplatzbelegung de&-
Verschmelzers. Dieser wird separat gespeichert und kann als Ausgabemechanismus fir den
Ausgabestrom des-Verschmelzers gesehen werden.

Ein k-Verschmelzer entspricht somit einem anhand desvan Emde Boas layoutsim
Speicher abgelegten Binarbaums, bis auf den Unterschied, dass fiir jeden inneren Knoten
mit Ausnahme des Wurzelknotens zusatzlich ein Pu er gespeichert wird und dass (bei
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Prozedur Fill (v)

Eingabe: Ein innerer Knoten v eines Verschmelzungsbaumg .
1: while Der Ausgabepu er von v nicht voll und mindestens einer der beiden Eingabestréme von
v nicht aufgebraucht ist do
2: if Linker Eingabepu er von v leer und linker Eingabestrom nicht aufgebrauchtthen
3 Fill  (linkes Kind von v)
4:  endif
5. if Rechter Eingabepu er von v leer und rechter Eingabestrom nicht aufgebrauchtthen
6 Fill (rechtes Kind von v)
7:  end if
8: if Mindestens einer der beiden Eingabepu er vonv ist nicht leer then
9 Fuhre einen Verschmelzungsschritt aus. Dadurch wird ein Element aus einem der beiden
Eingabepu er von v in den Ausgabepu er von v bewegt.
10:  end if

11: end while

Algorithmus 3.3:  Die Verschmelzungsprozedur, vgl. [20, 21]

Betrachtung ungerundeter Werte) der obere Teilbaum eine groyere Hohe als ein unterer
Teilbaum besitzt.

Anwendung eines Verschmelzungsbaums

Mit Hilfe der Prozedur Fill (Algorithmus 3.3) kdnnen die Eingabestrome eines Verschmel-
zungsbaumsT vereint werden. Allgemein fuhrt die Anwendung der Prozedur auf einen
inneren Knoten v von T solange zu rekursiven Aufrufen, bis entweder der Ausgabepuf-
fer von v voll ist, oder beide Eingabestrome vorv aufgebraucht sind. Wird die Prozedur
auf den Wurzelknoten des Verschmelzungsbaumg (dessen Pu erspeicher zu Beginn leer
sind) angewendet, so wird dadurch ein Ausgabestrom produziert, der aus den Elementen
der verschmolzenen mit dermk-Verschmelzer verknlpften Eingabestrome besteht. Bei ei-
nem k-Verschmelzer besitzt dieser Ausgabestrom (pro Anwendung der Prozedill auf
seinen Wurzelknoten) eine Lange vorkY.

Wie Brodal und Fagerberg [20] bemerken, besteht der Unterschied zu dem von Frigo
et al. [38] vorgestelltenk-Verschmelzer darin, dass die Pu er nicht auf ihren Inhalt Gber-
prift und anschlieyend ggf. gefullt werden mussen. Bei der hier vorgestellten Variante eines
k-Verschmelzers wird durch die (rekursive) Ausfuhrung der ProzeduFill ein Pu er ein-
fach wieder aufgefiillt, sobald das letzte Element aus diesem entnommen wurde und der
entsprechende Eingabestrom noch nicht aufgebraucht ist.
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Analyse

Es wird nun zunachst die Speicherplatzkomplexitat einek-Verschmelzers bestimmt, aus
der anschlieyend die Anzahl der pro Anwendung eines solchen verursachten Speichertrans-
fers hergeleitet wird.

Speicherplatzbedarf Der von einemk-Verschmelzer belegte Speicherplatz besteht aus
dem (rekursiv de nierten) Speicherplatz fir den oberen und die unteren Baume dek-
Verschmelzers und dem Speicherplatz fir die Pu erspeicher zwischen dem oberen und den
unteren Baumen. Analog zu Brodal und Fagerberg [20] werden im Folgenden die Werte
fur die Groyen dieser Teilbaume gerundet, d.h. sowohl der obere als auch die unteren
Baume einesk-Verschmelzers alsk™2-Verschmelzer angesehen. Der insgesamt benétigte
Speicherplatz einek-Verschmelzers wird durch das folgende Lemma analysiert:

3.3.1 Lemma ([20]). Sei d 2 und bezeichneS(k) den durch einenk-Verschmelzer
belegten Speicherplatz. Dann existiert eine Konstante > 1, so dass

k(d+1) =2 S(k) c k(d+1) =2
fur alle k 2 N erfillt ist.

Beweis. Da ein k-Verschmelzer ausk’™? Pu ern der Gréye k92 und (k2 + 1) rekursiv
de nierten Teilbaumen der Gréye S(k72) besteht, kann der Speicherplatzbedars(k) eines
solchen durch die Rekurrenz

S(k) — k1:2 kd:2+(k1:2+ 1) S(klZZ)

beschrieben werdert. Diese lasst sich mit Hilfe der Substitutionsmethode [32] wie folgt
au dsen: Seic > 1 eine beliebige fest gewahlte Konstante auR. Unter der Annahme von
S(k) ¢ k7 gilt
S(k) — k1=2 kd=2+(kl=2+1) S(kl=2)
Kz +(k¥2+1) ¢ k'+

d+1 d+1 —
ckz (c 1) kz +¢ (k¥?+1) k
| ( ) {:Z ( )

d+1
4

} :

0 fur alle k hinreichend groy

Der hintere Term ist fur alle hinreichend groyenk kleiner oder gleichQ: Da ‘“Tl > "*73 ,

d > 1 nach Wahl von d erflllt ist, wachst die Funktion k 7! k- asymptotisch echt
schneller als die Funktionk 7! k2 k% = k%, Aufgrund von (c 1) > O existiert somit

eine Konstanteko 2 N, so dass(c 1) k>~ ¢ (k¥2+1) k" und folglich

d+1

S(k) ¢ k%

2Der Ausgabepu er der Gréye kY gehért nach De nition nicht zur Speicherplatzbelegung des k-
Verschmelzers dazu.
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fur alle k kg erflllt ist. Fur die endlich vielen k < k g kann die Konstante c entsprechend
vergroyert werden. Dies ergibt die Behauptung.

Speichertransfers ~ Das folgende Theorem analysiert die durch Anwendung der Prozedur
Fill auf den Wurzelknoten einek-Verschmelzers verursachten Speichertransfers. Fidr
2 und c > 1 wird dabei die Annahme

BUD= D m=3c

getro en, d.h. eine Mindestgroye des internen Speichers vorausgesetzt.

3.3.2 Theorem ([20]). Seid 2 fest gewahlt undc die Konstante aus Lemma 3.3.1.
Unter der Annahme von B(4D=d 1) M=3c werden durch Anwendung der Prozedur
Fill auf den Wurzelknoten einesk-Verschmelzers hochsten®© kB—dIogM (k9 + k Spei-

chertransfers verursacht.

Beweis. Um die verursachten Speichertransfers zu analysieren, wird die rekursive De niti-
on der Pu ergréyen einesk-Verschmelzers betrachtet. Je gréyer die Rekursionstiefe, desto
geringer ist die Anzahl der in den entsprechenden Pu ern Platz ndenden Elemente und
desto geringer ist der von den oberen und unteren TeilbAumen verwendete Speicherplatz.
Sei nun diejenige Rekursionstiefe betrachtet, ab der diese Teilbaume (ohne die Ausgabepuf-
fer der zugehdrigen Wurzelknoten) jeweils weniger als1=3 Speicherplatz belegen, d.h. ab
der
k(@)= M=3c

gilt, wobei k die Anzahl der Blétter eines solchen Teilbaums sei. D& der erste Wert ist,

fir den
k(@) =2 M=3¢c
gilt, muss
(k2) PP > M=3c
und somit

k> (M=3c)¥(d+D

erflllt sein. Die Pu er, deren Gréye durch Rekursion bis zur obigen Rekursionstiefe de -
niert ist, werden groye Pu er (large bu ers) genannt. Entfernt man die mit den groyen

Pu ern korrespondierenden Kanten aus demk-Verschmelzer, so wird dieser in TeilbAume
zerlegt, welche alsBasisbdaume (base tree bezeichnet werden. Nach Voraussetzung gilt
B(d+D)=d 1) M=3c und somit

M=3c+ B+ k B M=3c+ M=3c+ (M=30)* (" (M=3¢)(@ DD
= M=c:
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Da ¢ > 1 gilt, kann der interne Speicher folglich jeweils einen Basisbaum und einen
Speicherblock fur jeden dek + 1 Pu er, die den Basisbaum umgeben, aufnehmen.

Ist der k-Verschmelzer selbst ein Basisbaum (gilt als&(@*1) =2 M=3c), so passen die-
ser, ein Block des Ausgabestroms und jeweils ein Block pro Eingabestrom in den internen
Speicher. Eine Anwendung der ProzeduFill auf den Wurzelknoten fillt den Ausgabe-
pu er dieses Knotens mit k% Elementen und verursacht bei diesem Vorgang hochstens
2(k9=B) + k Speichertransfers: Da die Elemente nicht gleichmayig auf die Eingabestréme
verteilt sein missen, verursacht das Einlesen der Elemente aus den Eingabestrémen insge-
samtk9=B + k Speichertransfers. Der Transfer der Ausgabeelemente dies/erschmelzers in
den Ausgabepu er seines Wurzelknotens verursacht weiterhik9=B Speichertransfers. Bei
dem gesamten Vorgang werden also insgesamt héchste@$k?=B + k) Speichertransfers
verursacht. Die Behauptung ist somit fir diesen Fall erfillt.

Ansonsten betrachte man die Zerlegung de&-Verschmelzers in die entsprechenden
Basisbdume. Eine Anwendung der ProzeduFill auf den Wurzelknotenv eines solchen
Basisbaums fiillt den Ausgabepu er vonv mit ( k%) Elementen (die Ausgabepu er der
Basisbaume kénnen zwischek® und k9 Elemente aufnehmen). Unter der Annahme, dass
kein direkt unter dem Basisbaum liegender Eingabepu er geleert wird, verursacht die Ab-
arbeitung dieses Prozeduraufrufs héchsten® k9=B Speichertransfers: Das Laden des
Basisbaums und eines Speicherblocks fir jeden dkrPu er direkt unter dem Basisbaum
verursacht O k(41D =2=B + k Speichertransfers. Dies entsprichtO (1=B) amortisierten
Speichertransfers pro ausgegebenen Element, da zum Einen aufgrund vin 2

k@ =2-g k=B

erfullt ist und zum Anderen aus
k91 > M=3c

unter Verwendung der Mindestgroye des internen Speichers
kd 1> (M:3C)(d 1)=(d+1) B

und somit
k < k9=B

folgt. Die Kosten fur das Einlesen der Elemente aus den Eingabestromen des Basisbaums
verursachen aufgrund obiger Abschatzung ebens® k=B + k O k94=B Speicher-
transfers. Da die Kosten fur das Schreiben der Elemente in den Ausgabepu er trivialer-
weiseO k9=B Speichertransfers betragen, werden also wie behauptél(é) amortisierte
Speichertransfers pro Element verursacht.

Entleert sich ein Pu er direkt unter dem Basisbaum, so fihrt dies zu rekursiven Aufru-
fen der ProzedurFill . Dadurch kann der Basisbaum aus dem Speicher verdrangt werden,
infolgedessen dieser nach Abarbeitung der rekursiven Aufrufe evtl. erneut in den internen
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Speicher geladen werden muss. Im Zuge der rekursiven Aufrufe wird jedoch der zuvor leere
Puer mit ( k9) Elementen gefiillt (mit Ausnahme des weiter unten beschriebenen Son-
derfalls). Die Kosten fiir das erneute Laden des Basisbaums kénnen somit diesénk?)
Elementen zugeschrieben werden; jedes Element, welches in einen groyen Pu er eingeflgt
wird, zahlt also mit O(1=B) amortisierten Speichertransfers fur das evtl. erneute Laden
des darUberliegenden Basisbaums.

Der Ausnahmefall, dass ein groyer Pu er nicht vollstandig gefullt wird, da der ent-
sprechende Eingabestrom aufgebraucht ist, tritt pro groyem Pu er héchstens einmal auf.
Indem jeweils jede Position eines groyen Pu ers mitO (1=B) Speichertransfers belastet
wird, sind die Kosten fir das evtl. erneute Laden der entsprechenden Basisbaume in die-
sen Fallen ebenso gedeckt. Da die groyen Pu er einen Teil des von eindtVerschmelzer
bendtigten Speicherplatz ausmachen und dieser einen in der Anzahl der durch ihn aus-
gegebenen Elemente sublinearen Speicherplatz belegt, werden dadurch hochst&{$=B)
amortisierte Speichertransfers pro Element veranschlagt.

Indem also jedes Element mitO(1=B) amortisierten Speichertransfers belastet wird,
sobald dieses in einen groyen Pu er eingefligt wird, sind die Kosten flr alle verursachten
Speichertransfers gedeckt. Ein Basisbaum besitzt aufgrund vok > (M=3c)1=(d+1) minde-
stensF = ( M:BC)lz(d”) Blatter. Jedes Element kann somit in hdchstens

logk
loge k = =
=(d+1)
log (%)

_ logk

= (d+1) log(M=3c)

_ logM

= (d+1) logy k logM log3c

groye Pu er eingefugt werden. DalogM > log 3c gilt, folgt loge k 2 O(d logy k) =
O(logy, kY). Die (rekursive) Bearbeitung aller Elemente verursacht deshalb wie behauptet
hochstensO (K" logy, (k) + k) Speichertransfers.

3.3.2 Prioritdtswarteschlangen

Eine Prioritatswarteschlange (priority queue) ist eine abstrakte Datenstruktur zur Verwal-
tung einer Menge von Elementen, denen jeweils eine Prioritat (Schlissel) zugeordnet ist.
Prioritatswarteschlangen missen dabei die Operationeinsert und DeleteMin  ausfiih-

ren kbnnen, wobei dielnsert -Operation ein neues Element in die Prioritdtswarteschlange
einfigt und die DeleteMin -Operation das kleinste Element (also das Element mit dem
kleinsten Schlissel und somit gréyter Prioritat) au ndet und aus der Prioritatswarte-
schlange entfernt. Gelegentlich wird noch eineDelete -Operation von einer Prioritats-
warteschlange unterstiitzt, welche ein beliebiges Element mit gegebenem Schliissel aus der
Prioritatswarteschlange entfernt.
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Eine Prioritdtswarteschlange kann im RAM-Modell e zient durch einen heaprealisiert
werden [49, 51]. Die Laufzeit einefinsert - bzw. einer DeleteMin -Operation betragt in
diesem Fall jeweils hochsten® (log N ), wobeiN die Gesamtanzahl der Elemente dekeaps
angibt. Im 1/O-Modell fuhrt die sogenannte bu er tree -Technik von Arge [6] zu einer ef-
zienten Implementierung einer Prioritatswarteschlange, bei der die beiden Operationen
Inset und DeleteMin  jeweils mit O BilogM:B % amortisierten I/O-Operationen un-
terstitzt werden. Wie Arge et al. [7, 8] bemerken, scheint es schwierig, diese Struktur an
die Bedurfnisse descache-obliviousModells anzupassen, da in ihr periodisch die( M)
kleinsten Elemente gesucht und im internen Speicher ablegt werden.

Im cache-obliviousModell impliziert die Existenz eines dynamischercache-obliviousB -
Baums [15] die Existenz einecache-obliviousPrioritatswarteschlange, bei der die Operatio-
nenInsert und DeleteMin jeweils hochstengO(logg N) Speichertransfers verursachen,
vgl. Arge et al. [7, 8]. Diese Grenze ist aber bei einer amortisierten Analyse der verursachten
Speichertransfers suboptimal. Die optimale Grenze vo@® Bi logy-p % Speichertransfers
fur die Ausfuhrung einerinsert - bzw. DeleteMin -Operation wurde zuerst durch eine von
Arge et al. [7] entwickelte cache-obliviousPrioritatswarteschlange erreicht. Etwas spater
entwickelten Brodal und Fagerberg [21] eineache-obliviousPrioritatswarteschlange, deren
Hauptkomponente aus einem binaren Verschmelzungsbaum besteht, welcher sich wiederum
aus Pu ern und k-Verschmelzern verschiedener Gréyen zusammensetzt.

Im Rest dieses Kapitels wird die von Brodal und Fagerberg [21] vorgestellte Prioritats-
warteschlange, genannfunnel heap vorgestellt. Dabei basieren die folgenden Ausfiihrungen
auf den Arbeiten von Brodal und Fagerberg [21] und Argeet al. [8].

Struktur

Die Hauptkomponente derfunnel heapDatenstruktur besteht aus einer Sequenz vork-
Verschmelzern @l = 3), die mit Hilfe von binaren Verschmelzern und Pu ern zu einer ver-
ketteten Liste zusammengefiigt werden, vgl. Abbildung 3.6. Dieser Teil der Datenstruktur
stellt insgesamt einen einzigen bindren Verschmelzungsbaum dar. Der zweite Teil besteht
aus einem separaten Eingabepu et .

Die Details der Struktur werden induktiv mittels der wie folgt de nierten Werte k; und
si (i 1) gegeben:

(k1;s1) (2:8)
Si+1 si (ki +1)

Kispn = v ee
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Abbildung 3.6: Die funnel heapPrioritdtswarteschlange, vgl. [8, 21]. Diese besteht aus einer
Sequenz vonk-Verschmelzern (Dreiecke), die mit Hilfe von Pu ern (Rechtecke) und bindren Ver-
schmelzern (Kreise) zu einem bindren Verschmelzungsbaum verknipft werden, und einem separaten
Eingabepu er | . Die Komponenten desi-ten Links sind rot umrandet.

Dabei bezeichnet die Notationdk eedie kleinste Potenz von2, die gréyer alsx ist, d. h. dkee=
2dogxe Fir die Werte ki und s; gilt dabei sjs+; 2 si4=3 und kizq 2 ki4=3 : Da
Ki+1 = dibi+1 F3eeqilt, folgt direkt

s k<25

und somit sj+1 = si (ki +1) > sk Si4:3 bzw. si+1 = s (ki +1) <s;j (Zsilz3 +1)
s 3 s7°=3 s also insgesamt

4=3

4=3
S <Sj+x1 <3 §

P .
Induktiv kann weiterhin leicht s; = s; + J':ll kjsj far i 1 gezeigt werden: Firi =1 ist
die Gleichung trivialerweise erflllt. Ansonsten folgt mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung

direkt 0 1
X1 X
si+1 =5 (k+1)= Siki+@81+ kijA:S]_+ kij
i=1 j=1
und somit die Behauptung.
Wie bereits oben erwahnt, setzt sich digfunnel heapDatenstruktur aus zwei Kompo-
nenten zusammen. Die erste Komponente besteht aus einer Sequenz \anks, wobei der

i-te Link seinerseits zwei Pu er Aj und Bj, einen bindren Verschmelzew; und einenk;-

jeweils s; Elemente aufnehmen. Zu jedem Linki gehort weiterhin eine Zahlvariablec;, fur
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diel ¢ kj+1 qgilt. Der Startwert dieser Variablen betragt 1 fir jeden der Links. Die

zweite Komponente derfunnel heapDatenstruktur ist ein Eingabepu er | der Gréyes;.
Ein funnel heap wird in der Reihenfolge I; Link 1;Link 2;::: zusammenhangend im

Speicher abgelegt, wobei die Speicherplatzbelegung eines Lirikden Aufbau ¢; Ai; v;; Bi;

Operationen

Es werden nun vier Operationen auf defunnel heapDatenstruktur beschrieben. Die ersten
beiden Operationen sind die fur eine Prioritatswarteschlange bendétigten Operationem-
sert und DeleteMin . Die dritte Operation ist die optionale Delete -Operation, welche
ein beliebiges Element mit Hilfe seines Schlussels in der Prioritatswarteschlange léschen
kann. Zuletzt wird eine Sweep-Operation beschrieben, welche demsernt -Operation als
Hilfsfunktion dient. Bei der Ausfiihrung aller Operationen werden die folgenden Invarianten
aufrecht erhalten:

Invariante 1: Fur jeden Link i enthalten die Eingabepu er Si;;:::; Si, keine Elemente.

Invariante 2: Auf jedem Pfad des gesamten Verschmelzungsbaums von einem beliebigen
Puer zum Puer A; treten die Elemente in absteigender Ordnung (bzgl.
ihrer Schlussel) auf.

Invariante 3: Die Elemente im Pu er | sind sortiert.

Wie Arge et al. [8] bemerken, entspricht die zweite Invariante der Forderung, dass der ge-
samte Verschmelzungsbaum die fiir eineheap geforderte Ordnungsbedingung [32] erfiillt.
Aus dieser folgt direkt, dass die Elemente in den Pu ern jeweils in sortierter Form vorlie-
gen und dass sich die kleinsten Elemente der Prioritatswarteschlange entweder &y oder

| be nden. Weiterhin bleibt diese Ordnungsbedingung auch bei Anwendung der Prozedur
Fill  (Algorithmus 3.3) auf einen beliebigen binaren Verschmelzer des Verschmelzungs-
baums erhalten.

Insert Mit Hilfe der Insert -Operation kann ein neues Element in die Prioritatswarte-
schlange eingefligt werden. Dazu wird dieses unter Aufrechterhaltung der dritten Invariante
in den Pu er | eingefiigt. Ist] nach Einfligen dieses Elements voll belegt, so wird derjenige
Link i gesucht, fur denc;  k; gilt. Anschlieyend wird die Sweep-Operation mit Parameter

i ausgeflnhrt.

DeleteMin Die DeleteMin -Operation stellt die einfachste der Operationen dar. Um
das Element mit dem kleinsten Schliissel (und somit der héchsten Prioritat) aus der Prio-
ritatswarteschlange zu entfernen, wird zunachst geprift, ob der Pu erA; leer ist. Ist dies
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der Fall, so wird die ProzedurFill auf den Knotenv; angewendet. Falls die Prioritatswar-
teschlange Uberhaupt Elemente enthélt, so sind die kleinsten dieser Elemente anschlieyend
entweder in A1 oder | (falls A; Elemente enthélt) oder nur in | enthalten. Durch einen
Vergleich des Inhalts beider Pu er kann dann das gesuchte Element aus der Prioritétswar-
teschlange entfernt und zuriickgegeben werden.

Delete Die Delete -Operation kann mit Hilfe der Insert - und DeleteMin -Operation
von der Prioritdtswarteschlange unterstitzt werden: Um ein beliebiges Element mit gege-
benen Schlissel aus der Prioritdtswarteschlange zu entfernen, wird ein spezielldslete
Element mit gleichem Schlissel in die Priorititswarteschlange eingefiigt. Dadurch kann
bei Ausfihrung einer spater folgenderDeleteMin -Operation mittels eines weiteren Auf-
rufs von DeleteMin  festgestellt werden, ob das Element zuvor geléscht wurde oder nicht.

Sweep Durch einen Aufruf der Operation Sweep mit Parameter i wird zunachst der
Pfad p von A1 nach Si; traversiert und jeder angetro ene Puer mit der Anzahl von
Elementen markiert, die er zu diesem Zeitpunkt enthalt. Anschlieyend wird durch eine
Traversierung des Teilpfads vonA; nach Si; ein sortierter Strom 3 gebildet, der aus
den Elementen besteht, welche sich in den Pu ern auf diesem Teilpfad be nden. Hiernach
wird ein zweiter Strom , erzeugt, der sich aus den Elementen des Pu erk und aus den
Elementen der Links1;:::;i 1 zusammensetzt. Dazu wird der Pu er A; voribergehend
als aufgebraucht markiert und die Operation DeleteMin  solange ausgefiihrt, bis diese
keine Elemente mehr liefert. Die beiden Stréme ; und , werden dann zu einem sortierten
Strom  verschmolzen. Im Zuge dieser Verschmelzung werden die vordersten (kleinsten)
Elemente von in die Pu er des Pfads p eingefugt. Hierbei werden mit Hilfe der zu Beginn
erstellten Markierungen jeweils nur so viele Elemente in einen Pu er eingefligt, wie dieser
vor Aufruf der Sweep-Operation enthielt. Die restlichen Elemente von werden in den
Puer Si, eingefugt. Zuletzt wird die Zahlvariable ¢; um eins erhoht und die Zahlvariablen

Analyse

Es wird zunachst die Korrektheit der oben angegebenen Operationen Uberpriuft und an-

schlieyend der fur die Prioritdtswarteschlange insgesamt bendtigte Speicherplatz angege-
ben. Zuletzt werden die durch Anwendung der Operationen verursachten Speichertransfers
analysiert.

Korrektheit Die Korrektheit der DeleteMin -Operation folgt direkt aus der (gultigen)
zweiten Invariante. Fur die beiden Operationeninsert und Sweep muss gezeigt werden,
dass diese die Invarianten aufrecht erhalten und dass der Eingabepu 8, bei Anwendung
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einer Sweep (i)-Operation nicht Uberlauft. Die Korrektheit der Delete -Operation ergibt
sich direkt aus der Korrektheit der Insert - und DeleteMin -Operation.

Die Insert -Operation fugt unter Aufrechterhaltung der dritten Invariante ein neues
Element in den Pu er | ein. Enthalt dieser Pu er anschlieyend weniger als acht Elemente,
so ndet keine weitere Aktion statt. Die Korrektheit der ersten und zweiten Invariante ist
in diesem Fall o ensichtlich. Ansonsten ist| nach Einfigen des Elements voll belegt und
es wird derjenige Linki mit ¢ k; ausgewahlt. Derc;-te Eingabepu er des i-ten Links
enthalt aufgrund der (gultigen) ersten Invariante keine Elemente. Durch den darauf fol-
genden Aufruf der Sweep-Operation bleiben weiterhin alle Invarianten erhalten: Im Laufe
des Sweep(i)-Aufrufs wird ein sortierter Strom  gebildet, der aus den Elementen des
Pfadesp und den unteren Teilen der Links1;:::;i 1 besteht. Die vordersten (kleinsten)
Elemente dieses Stroms werden sodann in die Pu er des Pfadpsingefligt. Dabei werden
jeweils nur so viele Elemente in einen der involvierten Pu er eingefugt, wie dieser vor Auf-
ruf der Sweep-Operation enthielt. Ein neues Element des Pfadep kann deshalb héchstens
einen kleineren Schlissel besitzen, als das Element, welches zuvor diese Position des ent-
sprechenden Pu ers belegt hat. Daraus ergibt sich die Giltigkeit der zweiten Invariante.
Die Gultigkeit der ersten und dritten Invariante ist o ensichtlich, da ein Sweep (i)-Aufruf
den Puer | und die unteren Teile der Links 1;:::;i 1 vollstandig entleert. Wird die
Sweep-Operation unabhangig von einerinsert -Operation aufgerufen, so ergibt sich die
Glltigkeit aller Invarianten analog.

Es muss noch gezeigt werden, dass der Pu €8¢, bei Abarbeitung einesSweep(i)-
Aufrufs nicht tiberlauft. Dies ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen: Bei Ausfiihrung
einer Sweep(i)-Operation werden die Elemente der unteren Teile der Linkg;:::;i 1aus

Zahlvariablen cg;:::; ¢ 1 auf eins zurlickgesetzt. Allgemein wird eine Zahlvariable; des

j -ten Links also nur dann auf eins zuriickgesetzt, wenn zuvor der untere Teil dieses Links
vollstandig entleert wurde. Insofern kann die Anzahl der in dem unteren Teil deg -ten
Links enthaltenen Elemente nie gréyer sein, als die Anzahl der Elemente, welche durch
die maximal k; letzten Sweep(j)-Operationen in die Prioritatswarteschlange eingefugt
wurden. Aufgrund von s = s; + {zll kis| folgt dann induktiv, dass der Puer S, bei
Ausfiihrung einer Sweep (i)-Operation nicht Gberlauft.

Speicherplatzbedarf Um zu gewabhrleisten, dass die gesamte Datenstruktur nur einen
linearen Speicherplatzbedarf besitzt, wird ein Linki erst dann erstellt, wenn dieser das
erste Mal bendtigt wird, d.h. wenn zum ersten Mal einSweep (i)-Aufruf statt ndet. Bei
Erstellung desi-ten Links werden zunachst nur der Zahlerc;, der binare Verschmelzew;,
der kij-VerschmelzerK; und die Puer A;j;B; und Sj; angelegt. Dies bendtigt insgesamt
( si) neuen Speicherplatz. Bei jeder der nachstek; 1 SweeB(i)-Operationen wird der
Puer Si, angelegt. Da vor jedemSweep(i)-Aufruf s; = s1 + 1':11 kisj Elemente in die
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Prioritdtswarteschlange eingefiigt wurden, besitzt didunnel heapDatenstruktur insgesamt
einen linearen Speicherplatzbedarf.

Um sicherzustellen, dass die Prioritdtswarteschlange zusammenhangend im Speicher
abgelegt werden kann, wird die gesamte Datenstruktur in einen gréyeren Speicherbereich
transferiert, sobald diese um einen konstanten Faktor gewachsen ist. Der zusammenhan-
gende Speicherbereich muss dabei so gewahlt werden, dass geniigend freier Speicherplatz
bis zum néachsten Transfer dieser Art zur Verfligung steht. Die amortisierten Kosten ei-
nes solchen Transfers betragen o ensichtlichO(1=B) amortisierte Speichertransfers pro
insgesamt eingefugtem Element.

Speichertransfers  Die folgende Analyse der durch die Operationen verursachten Spei-
chertransfers stellt den umfangreichsten Teil der gesamten Analyse der Datenstruktur dar
und ist in vier Teile gegliedert: Im ersten Teil werden die durch den Aufstieg von Elementen
in den Pu er Aj verursachten amortisierten Speichertransfers analysiert. Im zweiten Teil
werden die durch den Aufstieg der Elemente verursachten Kosten den jeweilige3weep-
Operationen zugeschrieben und die durch di€weep-Operationen selbst verursachten Ko-
sten analysiert. In diesen beiden ersten Teilen wird angenommen, dass keine involvierten
Eingabestrome aufgebraucht werden. Diese Sonderfélle werden im dritten Teil der Ana-
lyse behandelt. Im vierten Teil werden letztendlich die durch die einzelnen Operationen
verursachten amortisierten Speichertransfers angegeben. Fir die gesamte Analyse wird die
Annahme eines groyen Speichers von der Gesta 2 B2 getro en.

Aufstieg eines Elements in den Pu er A1 Um die amortisierten Kosten fiir eine
Insert - oder Delete -Operation zu analysieren, wird zunachst geprift, wie viele Spei-
chertransfers durch den Aufstieg von Elementen in den Pu erA;, d.h. durch Anwendung
von entsprechenden bindren Verschmelzern des Verschmelzungsbaums, verursacht werden.
Dabei werden die Kosten fiir das Fillen eines Ausgabepu ers gleichmayig auf die in den
Ausgabepu er eingefligten Elemente verteilt. Unter der (vorlau gen) Annahme, dass keiner
der involvierten Eingabestrome aufgebraucht wird, werden dadurch jedem Element aus ei-
nem Eingabepu er einesk;-VerschmelzersK insgesamtO(Bi logy-g Si) Speichertransfers
als Kosten fir den Aufstieg in den Pu er A; zugeschrieben:

Wie Arge et al. [8] bemerken, beruht der Beweis der obigen Aussage auf der itache-
oblivious-Modell angenommenen optimalen Ersetzungsstrategie, durch welche die ersten
(kleineren) Links der Datenstruktur im internen Speicher gehalten werden. Um die Anzahl
der Links zu ermitteln, welche im internen Speicher Platz nden, gebe4 |, den Speicher-
platzbedarf desi-ten Links und 4 ; den Speicherplatzbedarf der erstem Links an, d.h.
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Aufgrund des sublinearen Speicherplatzbedarfs eindsVerschmelzers wird der Speicher-
platzbedarf 4 |, desi-ten Links durch den Speicherplatzbedarf seinek; Eingabepu er

41,2 (sik)=( ki4):

Unter Verwendung von Kij+1 2 ( ki4:3) folgt dann fir den Speicherplatzbedarf4 ; der
ersteni Links

47 2 (k+ (KY+ o+ (KD

4=3)° 4=3)* 4=3)' 1
= (kH* () MR S (<) B

Da der Speicherplatzbedarf4 |, desi-ten Links den Speicherplatzbedarf der ersten 1
Links dominiert3, also

Xz (4=3)l (4=3)" !

(k) 2 (k) ki

i=0

gilt, folgt fir den Speicherplatzbedarf4 ; insgesamt
412 (k= ( s7):
Mit iy sei nun derjenige Index bezeichnet, fir den
4iy M<4dij,n

erflllt ist. Aufgrund der obigen Analyse folgt dann fir drei reelle Konstantenc;; cy;c3 > 0

4=3 4=3
ct s, M<c2 s
und somit unter Verwendung vons;j;; 2 si4=3 weiter

2

4 4 4
IOgM (C]_) + é |OgM (SiM ) 1 < IOgM (C2) + é IOgM (C3) + é IOgM (SiM )

Es gilt demnachlogy (si,,) 2 (1) .

Sei nun ein Element in einem Eingabepu er einek;-VerschmelzerskK; gegeben. Gilt
i im, SO verursacht der Aufstieg des Elements in den Pu eiA; keine Speichertransfers,
da sich alle involvierten Komponenten im internen Speicher be nden. Furi > i y wird
das Element mit den Kosten fur den Transfer durch derkj-VerschmelzerK; in den Pu er
Bi und fur den Transfer durch die bindren Verschmelzer; in die Puer A; fir j =
i 1;:::;im belastet. Seien zunachst die Kosten flr den Aufstieg irB; betrachtet:

_— . P =3
8Zur Veri kation dieser Aussage betrachte man ].:02 log ¢ (k‘l‘)(4 ¥ fur eine passende reelle Kon-
stante ¢ > 0.
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Nach Theorem 3.3.2 verursacht dek;-VerschmelzerK; bei Anwendung O("B—i3 logy ki~°’+ ki)
Speichertransfers und fillt den Ausgabepu erB; mit k® Elementen. Mit Hilfe von

M< 4iy412 (ki) O (K)

folgt dann unter Verwendung von M 2 ( B?) zunéchst B 2 O(k?) und somit weiter
ki 2 O(ki?’:B). Unter der Annahme, dass keine Eingabestrome aufgebraucht werden, wird
ein Element demnach beim Aufstieg in den Pu erB; mit

1 1
o) glogMzB k¥ =0 glogM:B S|

amortisierten Speichertransfers belastet. Fur den weiteren Transfer des Elements durch
die binaren Verschmelzerv; nach A; fur j = ;i 1;:::;im wird jedes Element mit
weiteren O(% logy=g Si) Speichertransfers belastet: Das Flllen eines Pu er,; verursacht
O(1+ jA;j=B) Speichertransfers. Analog zu obiger Begriindung folgt

B20(kY 1) O (ki)
und somit unter Beachtung vonjA;j = k? und k? k3 > kiSM:3 insgesamt
O+ jAjj=B) = O(jA;j=B):

Ein Element wird also flr jedesA; mit O(1=B) Speichertransfers belastet. Es muss noch
die Anzahli iy der traversierten Pu er begrenzt werden: Aussi‘l:?i < s; folgt induktiv

4=3) im .
si(M % < 's; und somit

.(4:3)i im

loglogy si > loglogy sj,

= (i im) Iogg+loglog,\,I Siy -
Da logy (si,, ) 2 (1) und M 2 ( B?) gilt, folgt schlieylich
i im 20(loglogy si) O (logy si) = O(logy=g Si):

Unter der Annahme, dass keiner der involvierten Eingabestréme aufgebraucht wird, werden
demnach jedem Element aus einem der Eingabepu er voiK; insgesamtO(% logy=g Si)
Speichertransfers als Kosten flr seinen Aufstieg in den Pu eA; zugeschrieben.

Kredit-Invariante und Kosten einer Sweep (i)-Operation  Ein Element wird
nach obigen Ausfiihrungen fiir den Aufstieg aus einem Eingabepu er voiK; in den Puf-
fer Ap mit O(Bi logy-g Si) Speichertransfers belastet. Argeet al. [8] stellen eineKredit-
Invariante auf, durch die gefordert wird, dass jedes Element genug Krediteinheiten be-
sitzt, um den Aufstieg in den Puer A; zu bezahlen . Die Krediteinheiten entsprechen
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dabei den amortisierten Speichertransfers. Ein Element muss alsb(Bi logy-g Si) Kredit-
einheiten besitzen, wenn es in einen der Eingabepu er eindsg-VerschmelzerK; eingeflgt
wird. Die Kosten fiir diese Krediteinheiten werden denSweep-Operationen zugeschrie-
ben, d.h. eineSweep (i)-Operation wird mit den Kosten der Elemente belastet, die durch
die Ausfuhrung der Operation in einen der Eingabepu er vonK; eingefligt werden. Ins-
gesamt werden die durch die bindren Verschmelzer verursachten Kosten somit durch die
Sweep-Operation im Voraus bezahlt.
Eine Sweep(i)-Operation verursacht bei Ausfilhrung selbst auch Speichertransfers.

Diese werden nun analysiert. Im ersten Schritt eineiSweep(i)-Operation wird der Strom

1 erstellt, welcher aus den Elementen des Pfadegs von A; nach Sic; besteht. Da alle
Komponenten zusammenhéngend im Speicher abgelegt sind, werden dadurch hdchstens

O((4i 1+ ]jAij+jBij+Ki))=B) O k=B = O(si=B)

Speichertransfers verursacht. Im zweiten Schritt eine6Sweep(i)-Operation wird der Strom

2 mit Hilfe von DeleteMin -Operationen erstellt. Die Kosten fur diesen Vorgang sind
schon gedeckt, da jedes involvierte Element aufgrund der Kredit-Invariante genug Kredit-
einheiten fir seinen Aufstieg in den Pu er A1 besitzt. Im letzten Schritt der Sweep(i)-
Operation werden die beiden Strome ; und > zu einem sortierten Strom vereint und
die Elemente auf die Pu er des Pfadeg und den Eingabepu er Sic; verteilt. Die durch das
Einflgen der Elemente in die Pu er des Pfade® verursachte Anzahl an Speichertransfers
kann aufgrund obiger Abschatzung durchO(s;=B) begrenzt werden. Da der Puer S,
weiterhin hochstenss; Elemente aufnehmen kann, werden durch diesen gesamten Vorgang
hdchstensO(s;=B) Speichertransfers verursacht.

Nach Ausfiihrung der Sweep(i)-Operation muss die Kredit-Invariante wiederherge-
stellt werden. Jedes derO(s;) in den Puer Si, eingefugten Elemente muss dabei ins-
gesamtO(Bi logy-g Si) Krediteinheiten fir den (bevorstehenden) Aufstieg in den Pu er
A1 erhalten. Des Weiteren miissen die in die Puer des Pfadep eingefiigten Elemente
Krediteinheiten flr den Aufstieg in den Puer A; erhalten, da die Krediteinheiten der
Elemente, welche die entsprechenden Positionen der Pu er zuvor belegt haben, durch die
DeleteMin -Operationen aufgebraucht wurden. Dies€®(4 ; 1) = O(s;) Elemente missen
aufgrund der obigen Analyse jeweils maximaIO(éIogMzB si) Krediteinheiten erhalten.

Insgesamt werden also jedeBSweep(i)-Operation

Si si Si
o) §I +0 g'logM:B ss =0 g'logM:B S

Speichertransfers als Kosten fur die Ausfihrung der Operation und das Aufrechterhalten
der Kredit-Invariante zugeschrieben.

Aufgebrauchte Eingabestréme In der bisherigen Analyse wurde angenommen,
dass die involvierten Eingabestréme nicht aufgebraucht werden. Die Kosten flr das par-
tielle Fillen eines Pu ers sind dabei jedoch héchstens so hoch, wie die Kosten fir das
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komplette Flllen eines solchen. Die letzteren wurden schon weiter oben analysiert: Gilt
i <iwm, So werden keine Kosten verursacht. Fli > i yy werden durch das Fillen vonA;
hdchstensO(jA;j=B) = O(k;=B) und fur das Fullen von B; ht)chstensO(“%ij logy-g Si) =
O(‘é—i logy—g Si) Speichertransfers verursacht. Wird der Pu er B; aufgebraucht, so kbnnen
nur durch eine Sweep (i)-Operation wieder Elemente in den Pu er B; eingefligt werden.
Wird der Puer A; aufgebraucht, so kann sich dieser Zustand nur durch ein8weep(j)-
Operation fur j i wieder veréandern. Der Pu er B; kann also pro Sweep(i)-Operation
hochstens einmal aufgebraucht werden. Da hdchstens eilsaveep (j )-Operation mit j > i
zwischen einerSweep(i)-Operation und der nachsten ausgefuhrt wird, kann der Pu er
A; pro Sweep(i)-Operation hoéchstens zweimal aufgebraucht werden. Werden also pro
Sweep(i)-Operation zusatzliche

ki3 Si
O g logw=s si =0 7 logy=p si

Speichertransfers veranschlagt, so sind die Kosten fir das partielle Fillen von Pu ern
gedeckt.

Amortisierte Kosten Insgesamt sind die durch didnsert - und DeleteMin -Ope-
rationen verursachten Kosten also gedeckt, wenn pr&weep (i)-Operation O(3- logy=g Si)
Speichertransfers veranschlagt werden. Aufgrund vos; = s; + J'le kjs; folgt, dass zwi-

schen zweiSweep(i)-Operationen mindestenss; Elemente in die Datenstruktur eingefigt
werden. Werden die Kosten flir eineSweep (i)-Operation also den letztens; in die Daten-
struktur eingefligten Elementen zugeschrieben, so wird dadurch jedes in die Prioritdtswar-
teschlange eingefiigte Element miO(Bi logy-g Si) Speichertransfers belastet.

Sei nun eine Folge von Operationen auf einer zu Beginn leerdannel heapPrioritats-
warteschlange gegeben und seéjhax der groyte Indexi, flr den eine Sweep (i)-Operation

eintritt. FUr diesen gilt
imX( 1
i=1
wobei N die Anzahl der Insert -Operationen in der Folge der Operationen angebe. Da

SI max

belaufen sich die fiir eindnsert -Operation veranschlagten Kosten somit auf
|
R oq ' 1 1
o) “logyes NG =0 Zlogyg N = O = 10Gye-g
K0 B B B

N
B
Die durch die Insert -, DeleteMin - und Delete -Operationen verursachten Kosten kon-

nen also den Kosten fur dielnsert -Operationen zugeschrieben werden. Insgesamt ergibt
sich somit das folgende Theorem:

3.3.3 Theorem ([8, 21]). Unter der Annahme vonM 2 ( B?) verursacht die Abarbei-
tung von N Insert -, DeleteMin - und Delete -Operationen auf einer anfangs leeren
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funnel heap-Prioritatswarteschlange pro Operation hochsten® é l0gy-p % amortisier-

te Speichertransfers. Die Struktur belegt dabed % zusammenhéangend im Speicher lie-

gende Speicherbltcke.
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Kapitel 4

Die Well-Separated Pair
Decomposition

In diesem Kapitel wird die sogenanntewell-separated pair decompositio(WSPD) einer
Punktmenge aus demRY vorgestellt. Diese Datenstruktur wurde von Callahan und Ko-
saraju [27] eingeflhrt und anschlieyend von mehreren Autoren zur Lésung geometrischer
Probleme im d-dimensionalen euklidischen Raum herangezogen.

Eine WSPD einer endlichen PunktmengeP  RY besteht aus zwei Komponenten. Die
erste Komponente ist ein Bindrbaum, dessen Blatter in eindeutiger Weise mit den Punkten
ausP korrespondieren. Ein innerer Knotenv dieses Baums stellt dabei diejenige Teilmenge
von P dar, die durch die Blatter in dem in v gewurzelten Teilbaum vonT représentiert wird.
Die zweite Komponente ist eine Liste, welche Paare von sogenannten scharf getrennten
Teilmengen vonP enthdlt. Fir jedes Paarf A; B g dieser Liste existieren inT Knoten, die
die MengenA und B reprasentieren.

Callahan und Kosaraju [27] geben einen sequentiellen und einen parallelen Algorithmus
zur Berechnung einer WSPD einer endlichen nicht-leeren Punktmenge  RY an. Beide
Algorithmen ermdglichen die Konstruktion einer WSPD, deren Liste ausO(jPj) Paaren
von Teilmengen besteht. Der Nutzen einer linearen Groéye dieser Datenstruktur begriindet
sich in folgendem Sachverhalt: Die Lésung vieler geometrischer Probleme bezieht jeweils
die Menge aller verschiedenen Punktpaare der zu untersuchenden Punktmeng§e R¢
mit ein. Bei einigen dieser Probleme stellt sich heraus, dass jeweils eine konstante Anzahl
von Berechnungen auf einem Paaf A; B g einer WSPD von P ausreicht, anstatt jAj Bj
Berechnungen auf der mit dem Paaf A; B g korrespondierenden Menge von (ungeordneten)
Punktpaaren ff a;lbgja2 A~ b2 B * a 6 bg durchzufihren. Die e ziente Berechnung
einer WSPD linearer Groye fuhrt somit zu einer e zienten Losung dieser Probleme. In den
Kapiteln 5 und 6 werden zwei Anwendungen der WSPD dieser Art detailliert beschrieben.

Govindarajan et al. [40] geben einen 1/O-e zienten Algorithmus zur Berechnung einer
WSPD an, welcher auf dem parallelen Konstruktionsalgorithmus von Callahan und Kosara-
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ju [27] basiert. In diesem Kapitel wird gezeigt, wie dieser 1/0-e ziente Algorithmus mittels
einiger Anderungen zu einem im Kontext desache-obliviousModells e zienten Algorith-
mus angepasst werden kann. Die Beschreibung des sich dadurch ergebenden e zienten
cache-obliviousAlgorithmus zur Konstruktion einer WSPD fir eine endliche Punktmenge
aus demRY wird den groyten Teil dieses Kapitels in Anspruch nehmen.

Dieses Kapitel ist wie folgt aufgebaut: In Abschnitt 4.1 werden benétigte Bezeichnungen
und De nitionen eingefihrt. In Abschnitt 4.2 wird der im RAM-Modell optimale sequenti-
elle und der im CREW PRAM-Modell! e ziente parallele Algorithmus zur Konstruktion
einer WSPD beschrieben. Beide gerade genannten Abschnitte basieren auf den Arbeiten
von Callahan und Kosaraju [25, 27]. In Abschnitt 4.3 wird der im cache-obliviousModell
e ziente auf den Arbeiten von Govindarajan et al. [40, 59] basierende Algorithmus zur
Berechnung einer WSPD detailliert beschrieben.

4.1 Bezeichnungen und De nitionen

Sei P eine endliche nicht-leere Punktmenge aus denRY. Ein (abgeschlossenes) Recht-
eck ist ein kartesisches Produkt der FormR = [xy;x9] xa;x3]  RY von ab-
geschlossenen Intervallen. Ein kartesisches Produkt aus o enen Intervallen der Gestalt
R = (x1;x9) (xa;x9)  RY wird als o enes Rechteckund ein kartesisches Produkt
aus halbo enen Intervallen der Gestalt R = [x1;x9) [xd;xg) RY als halbo enes
Rechteck bezeichnet. Der Punkt(xlzxg,...
ecksR obigen Typs. Weiterhin werden die durch die beiden Wertex; und xi0 induzierten

(d 1)-dimensionalen Seiten dchen eines solchen Rechtecksals die Seiten von R in der

Dimensioni bezeichnet.

de niert. Die Maximal- bzw. Minimalldnge von R sei durch

Imax (R) =maxfli(R)j1 i dg bzw. Imn(R)=minfli(R)j1 i dg

sion bezeichnet, welche der Bedinguny . (r)(R) = Imax (R) bzw. l; .. (r)(R) = Imin (R)
genugt.

Gilt Imax (R) = Imin (R), so heiyt R ein d-Wirfel mit I(R) als abklrzende Schreibweise
fur dessen Lange. Ein RechteclR wird als Box bezeichnet, wennlmax (R)  3lmin (R) gilt.
Das BegrenzungsrechteckR(P) von P sei de niert als das kleinste Rechteck, welches alle

! Die parallel random access machine (PRAM) ist ein Berechnungsmodell zur Analyse paralleler Algo-
rithmen, vgl. Callahan [25]. Fur dieses Modell existieren mehrere Varianten, die sich darin unterscheiden,
ob gleichzeitige Lese- bzw. Schreibzugri e auf eine identische Speicherzelle zugelassen sind oder nicht. Das
CREW PRAM-Modell modelliert z.B. den gleichzeitigen Lese- und denexklusiven Schreibzugri auf eine
identische Speicherzelle. Da dieses Modell und dessen Varianten im Folgenden nur eine untergeordnete
Rolle spielen, wird hier auf eine genauere Beschreibung verzichtet.
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Abbildung 4.1:  Zwei bzgl. eines reellen Wertes > 0 scharf getrennte PunktmengenA und B in
der Ebene, vgl. [25]

Punkte aus P enthalt. Weiterhin seien |;(P); Imax (P) bzw. Inin (P) abkirzende Schreib-
weisen furli(R(P)), Imax (R(P)) bzw. Imin (R(P)). q

Mit d(x;y) wird der euklidische Abstand d(x;y) = id:l (Xi Vi)2 zweier Punkte
x;y 2 RY bezeichnet. Fiir zwei nicht-leere TeilmengerX und Y desRY wird der Abstand
dieser Mengen zueinander durcld(X;Y ) = inf fd(x;y) j x 2 X ~y 2 Yg de niert. Die
MengeK oy = fx 2 R4jd(x;a) rg;r 2 R;a2 RY; wird als d-Kugel mit Radius r und
Mittelpunkt a bezeichnet.

SeienA und B zwei endliche nicht-leere Punktmengen aus derRY und s 2 R*. Dann
heiyen A und B scharf getrennt bzgl.s, wenn es zweid-Kugeln K,y und K,y mit
Radius r 2 R und Mittelpunkten a;b 2 RY gibt, so dassR(A) Ky, R(B) Ky
und d(K (a;r); Kbyy)  sr gilt, vgl. Abbildung 4.1.

Das Interaktionsprodukt A B zweier PunktmengenA; B RY wird de niert durch

A B=ffajbgja2 A*b2B" a6 bg:

Eine Realisation R eines solchen InteraktionsproduktsA B ist eine Mengeff A1;B1g;
i FAK Brkgg (k 1), die den folgenden Bedingungen genugt, vgl. Callahan [27]:

(R1) ;62 A; Aund;&=B; Bfiralei=1;:::;k

(R2) Aj\ Bj=; furallei=1;:::;k

(R3) (Ai Bij)\ (A; Bj)=; furallei;j mit1 i<j k
Sy

(R4 A B= 1, A B

Eine RealisationR heiyt scharf getrennt bzgls 2 R*, wenn zusatzlich die folgende Bedin-
gung erfillt ist:

Die Groye der Realisation wird durch die Anzahlk der Paaref Aj; Big de niert.
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Mit der Punktmenge P kann ein Binarbaum T verknipft werden. Ein Blatt dieses
Baums stellt dabei eine einelementige Teilmenge voR dar, wobei die Menge aller durch
die Blatter dargestellten Mengen eine disjunkte Zerlegung voR bildet. Ein innerer Knoten
v von T stellt die Vereinigung aller Mengen dar, welche mittels der Bléatter in dem in
v gewurzelten Teilbaum von T reprasentiert werden. Die durch einen Knotenv aus T
dargestellte Teilmenge vonP wird mit (v) bezeichnet. DieGroye eines Knotensv wird
durchj (v)j de niert. Da Blatter einelementige Teilmengen vonP darstellen, besitzen diese
demnach allesamt die Groye 1.

Seien A; B P und T ein mit P verknipfter Binarbaum. Eine Realisation R =
ff A1;B1g; i fA;Bkggvon A B benutzt den Baum T, wenn es fur alleA; und B;
Knoten v; und w; in T mit (v;) = Aj und (w;) = B; gibt. Eine well-separated pair de-
composition (WSPD) D = (T;R) von P bzgl. eines Wertess 2 R* besteht aus einem mit
P verknupften Bindrbaum T und einer bzgl.s scharf getrennten RealisationR vonP P,
die T benutzt. Die Groye der WSPD wird durch die Groye der RealisationR de niert.

Das im nachsten Abschnitt angegebene Verfahren zur Konstruktion einer WSPD einer
endlichen nicht-leeren Punktmenge aus derR? basiert auf der Berechnung einer speziellen
Datenstruktur, die durch sukzessives Aufteilen der Punktmenge entsteht. EineAufteilung
von P ist eine Zerlegung vonP in zwei nicht-leere Teilmengen, die durch eine zu einer der
Koordinatenachsen senkrecht stehenden Hyperebene, die sogenanAigteilungshyperebe-
ne, getrennt werden. Hierbei darf kein Punkt in der Aufteilungshyperebene liegen.

Ein Aufteilungsbaum T der MengeP ist ein mit P verknipfter Binarbaum und wird
wie folgt rekursiv de niert:

m Gilt jPj =1, so besteht der AufteilungsbaumT aus einem Knotenv mit (v) = P.

m FUr jPj > 1bestehtT aus einem Wurzelknotenv mit (v) = P und zwei in v gewur-
zelten Aufteilungsbdaumen der Teilmengen vorP, die durch eine beliebige Aufteilung
von P hervorgegangen sind.

Die De nition eines unvollstandigen Aufteilungsbaumd °der MengeP stimmt mit der De-
nition eines Aufteilungsbaums von P Uberein, bis auf den Unterschied, dass die Blatter des
Baums auch mehrelementige Teilmengen voR darstellen dirfen, d.h. es wirdj (v)j 1
fur ein Blatt v aus T° zugelassen.

Seiv ein Knoten eines (unvollstandigen) Aufteilungsbaums. Fallsv nicht die Wurzel
des Baums ist, so sei der Vaterknoten vorv mit p(v) bezeichnet. Dasduyere Rechteck
R(v) von v wird ebenso rekursiv de niert: Ist v die Wurzel des Baums, so istR(v) ein
d-Wirfel mit Lange Imax ( (V) und gleichem Zentrum wie R( (v)). Ansonsten teilt die
Aufteilungshyperebene, durch die (p(v)) in zwei Teilmengen zerlegt wurde, das Rechteck
R(p(v)) in zwei Rechtecke R(v) ist dann dasjenige Rechteck dieser beiden Rechtecke, wel-
ches (v) enthélt. Eine faire Aufteilung von (v) ist eine Aufteilung von (v), bei dem
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Abbildung 4.2:  Zwei Beispiele fur faire Aufteilungen von Punktmengen in der Ebene. Die ge-
punkteten Linien skizzieren die Aufteilungshyperebenen, vgl. [25].

die AufteilungshyperebeneH mindestens einen Abstand vonlmax ( (v))=3 von jeder der
beiden zuH parallelen Seiten vonR(v) hat, vgl. Abbildung 4.2. Ein Aufteilungsbaum, der
ausschlieylich durch faire Aufteilungen hervorgegangen ist, wird alfairer Aufteilungsbaum
bezeichnet, vgl. Abbildung 4.3. Analog zu einem fairen Aufteilungsbaum ist eimnvollstan-
diger fairer Aufteilungsbaum ein nur durch faire Aufteilungen entstandener unvollstandiger
Aufteilungsbaum.

Im nachsten Abschnitt wird gezeigt, wie man mittels eines fairen Aufteilungsbaumsr
von P e zient eine WSPD von P mit linearer Groye konstruieren kann. Die e ziente
Konstruktion dieser WSPD wird durch zwei wesentliche Eigenschaften des fairen Auftei-
lungsbaums ermdglicht. Zum Einen gilt fir jeden inneren Knotenv 2 T mit Kindern v;
und vy

I (va)i<j (Wi bzw. j (v2)i <] (V)i
Die Hohe des Aufteilungsbaums ist also linear in der Anzahl der Punkte au®. Zum
Anderen verkleinert sich die geometrische Gréye der den Knoten zugeordneten &uyeren
Rechtecke stark bei zunehmender Tiefe der Knoten.

Callahan [25] vergleicht die Struktur eines fairen Aufteilungsbaum mit der einegjuad-
trees bzw. kd-Baums? Ebenso wie mit einem fairen Aufteilungsbaum kann mit Hilfe eines
quadtreesbzw. eineskd-Baums die PunktmengeP zerlegt werden. Das Problem bei der
Verwendung einegquadtreesbesteht jedoch darin, dass durch geometrisch nah beieinander

2Eine Beschreibung dieser beiden Datenstrukturen ndet sich z.B. bei de Berg et al. [17]
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Abbildung 4.3: Darstellung eines fairen Aufteilungsbaums einer Punktmenge in der Ebene. Ex-
emplarisch ist die faire Aufteilung der Menge (v) = f1,;2g skizziert. Die Aufteilungshyperebene
H hat bei dieser Aufteilung einen Abstand von mindestens™ ) zy den beiden zuH parallelen
Seiten vonR(v), vgl. auch Abbildung 4.2.

liegende Punkte eine beliebig lange Kette von Rechtecken entstehen kann, bei der jedes
Rechteck nur ein nicht-leeres Kind besitzt, vgl. Abbildung 4.4 (a). Die Hohe eineguadtrees
muss also nicht wie bei einem fairen Aufteilungsbaum linear in der Anzahl der Punkte von
P sein. Ein kd-Baum fur P besitzt hingegen eine Héhe vorO(log N ). Der entscheidende
Nachteil bei Verwendung eineskd-Baums besteht jedoch darin, dass keine Aussage Uber
die geometrische Verteilung der Punkte getro en werden kann, d.h., dass die den Knoten
zugeordneten Punktmengen nicht wie bei einemuadtreeoder bei einem fairen Aufteilungs-
baum in Rechtecken enthalten sind, deren Gréye sich bei zunehmender Tiefe der Knoten
stark verkleinert, vgl. Abbildung 4.4 (b).

(a) Unbalancierter quadtree (b) kd-Baum

Abbildung 4.4: Zerlegungen zweier Punktmengen in der Ebene mit Hilfe eineguadtreesbzw.
kd-Baums, vgl. [25]
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4.2 Konstruktion einer WSPD im RAM- bzw. CREW PRAM-
Modell

Callahan und Kosaraju [27] geben einen sequentiellen und einen parallelen Algorithmus
zur Berechnung einer WSPD linearer Groye fiur eine endliche nicht-leere Punktmende
aus demRY an. Der sequentielle Algorithmus benétigt zur Konstruktion einer solchen
WSPD eine optimale Laufzeit vonO(jPjlogjPj). Der urspriingliche parallele Algorithmus
[27] erfordert O(log?jPj) Zeit auf einer CREW PRAM mit O(jPj) Prozessoren. Dieser
Algorithmus wurde anschlieyend von Callahan [25] verbessert. Diese neue Variante, welche
den urspriinglichen parallelen Algorithmus als Hilfsfunktion nutzt, bendtigt nur eine Lauf-
zeit von O(log jPj) auf einer CREW PRAM mit O(jPj) Prozessoren. Sie bietet zudem die
Grundlage fur das I/O-e ziente Verfahren von Govindarajan et al. [40].

Sowohl die beiden in diesem Abschnitt vorgestellten Algorithmen, als auch die I/O-
e ziente Variante von Govindarajan et al. und deren, in Abschnitt 4.3 beschriebene, abge-
wandelte cache-obliviousVersion berechnen zunachst einen fairen Aufteilungsbaum der zu
untersuchenden PunktmengeP um anschlieyend aus diesem die gesuchte Realisation von
P P zu entwickeln.

Die folgenden Ausfuihrungen basieren auf den Arbeiten von Callahan und Kosaraju
[25, 27] und Govindarajanet al. [40, 59].

4.2.1 Optimaler sequentieller Algorithmus

Der sequentielle Algorithmus &hnelt in seinem Aufbau den parallelen Algorithmen bzw.
deren 1/0O-e zienten Varianten und vermittelt so einen guten Eindruck tber das allgemeine
Vorgehen bei der Erstellung eines fairen Aufteilungsbaums und der daraus entstehenden
WSPD. Des Weiteren ermdglicht seine einfache Struktur eine im Vergleich zu den anderen
Algorithmen relativ einfache Analyse und Implementierung.

Konstruktion eines fairen Aufteilungsbaums

Ein fairer Aufteilungsbaum T fiir eine endliche nicht-leere PunktmengeP lasst sich wie
folgt rekursiv konstruieren: Gilt jPj = 1, so bestehtT aus genau einem Knoterv mit
(v) = P.Der Punkt p2 P mit (v)= fpg wird explizit in dem Knoten gespeichert. Gilt
jPj > 1, so wird R(P) durch diejenige Hyperebene in zwei geometrisch gleich groye Halften
geteilt, welche senkrecht zurimax (P)-ten Koordinatenachse steht® Da die Hyperebene
einen Abstand von mindestendax (P)=3 von beiden zu der Hyperebene parallelen Seiten

30.B.d.A. sei angenommen, dass keine Punkte in der Aufteilungshyperebene liegen. Ansonsten wird
eine zur urspriinglichen Aufteilungshyperebene H parallele Hyperebene ¥ fiir die Aufteilung verwendet,
die so gewahlt wird, dass die Bedingung an eine faire Aufteilung erfiillt bleibt. Dazu wird ein Punkt po 2 P
mit d(fpog;H) = min pzp fd(fp;Hg) j d(fp;Hg) > Og gesucht. Wahit man B so, dassd(H; #) < 2PogH)
so wird die Bedingung an eine faire Aufteilung von H erfullt. Zudem kann kein Punkt aus P in B liegen.
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von R(P) hat, handelt es sich um eine faire Aufteilung der MengeP. Fir die dadurch
entstehenden TeilmengenP; und P, werden rekursiv faire AufteilungsbaumeT; und T»
berechnet. Der faire AufteilungsbaumT besteht dann aus einer Wurzelv mit  (v) = P
und den beiden inv gewurzelten BaumenT; und To.

Eine naive Implementierung der obigen rekursiven Konstruktion kann jedoch zu einer
guadratischen Komplexitat fihren, da bei einem Aufteilungsschritt evtl. eine der beiden
Seiten nur einen Punkt enthalt. Der von Callahan und Kosaraju [27] vorgestellte e zien-
te RAM-Algorithmus berechnet deshalb zuerst einen unvollstédndigen fairen Aufteilungs-
baum von P. Anschlieyend werden die Blatter des unvollstandigen fairen Aufteilungsbaums
durch rekursiv berechnete faire Aufteilungsbdume fiir die korrespondierenden Mengen er-
setzt. Im Folgenden soll dieses Vorgehen genauer erlautert werden. Analog zu der Arbeit
von Callahan [25] wird zunachst eine Aufteilungsphase beschrieben, die der anschlieyende
Hauptalgorithmus als Hilfsfunktion nutzt.

Die Aufteilungsphase Als Eingabe bendtigt diese Phase eine endliche nicht-leere Men-
gePo RYundd Listen LY;:::;LY, wobei eine ListeL? (Referenzen auf) digjPoj Punkte
in aufsteigend sortierter Reihenfolge bzgl. dei-ten Koordinate speichert?

Die Ausgabe der Aufteilungsphase besteht aus einem unvollstdndigen fairen Auftei-

hochstensjPoj=2 Punkten reprasentieren. Des Weiteren werden in jedem Blatty; des
Baums d Listen gespeichert, die die Punkte aus (vj) enthalten. Diese sind dabei pro

eine Traversierung allerd Listen lassen sich aus diesen doppelt-verkettete Listen mit Quer-
verweisen zwischen den einzelnen Elementen erstellen. Die erweiterten Listen seien wieder

der Aufteilungsphase bendétigt werden.

Der Algorithmus berechnet anschlieyend eine Sequenz fairer Aufteilungen der Menge
Po. Nach jeder Aufteilung liegen zwei nicht-leere Mengen vor. Die Menge mit der gréye-
ren Anzahl von Punkten wird jeweils sukzessiv weiter aufgeteilt. Der Aufteilungsprozess
bricht ab, sobald nach einer Aufteilung beide Mengen weniger ai$j=2 Punkte enthalten.
Da Py eine endliche Punktmenge ist, geschieht dies nach endlich vielen Schritten. Fir die
folgenden Betrachtungen wird die nach deij -ten Aufteilung (] 1) zahlenmayig groye-
re der beiden Mengen mitP; und die kleinere Menge mitlﬁj bezeichnet. Wahrend des

sortierter Reihenfolge bzgl. deri-ten Koordinate enthalt.

4Alle in diesem Algorithmus verwendeten Listen speichern Referenzen auf die jeweiligen Punkte.
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Zur Beschreibung derj -ten Aufteilung sei nun die MengeP; 1 gegeben. Flrj =1 ist
dies die StartmengePo. Im Fall j > 1ist P; 1 die zahlenmayig gréyere der beiden Mengen,
welche durch die(j 1)-te Aufteilung entstanden sind. Die MengeP; 1 wird nun analog zu
der eingangs beschriebenen fairen Aufteilung in zwei Teilmengé?) und I5j zerlegt. Die fur
diese Aufteilung benotigte Dimensionimax = imax (Pj 1) kann dabei mit Hilfe der fur die

PunktmengeP; ; vorliegenden ListenLj1 Lo Ljd Lin einer Laufzeit von O(1) bestimmt
1

ax

Segmente aufgeteilt. Die Trennposition fir diese Aufteilung kann deshalb mittels einer
linearen Suche, welche von den beiden Endpunkten der Liste aus alternierend zur Mitte
hin verlauft, in einer zu der Lange des kleineren Segments proportionalen Laufzeit gefunden
werden.

werden. Durch die faire Aufteilung wird die Liste L%m in zwei jeweils zusammenhangende

sten Aufteilungsschritt bendtigt und enthalten die Punkte aus P; in sortierter Reihenfolge
bzgl. der jeweiligen Koordinate. Der Loschvorgang kann durch eine Traversierung der Liste
L{mai beginnend von dem der Trennposition naher liegenden Ende mit Hilfe der Querver-
weise bewerkstelligt werden. Ebenso wie die Suchzeit ist die flr diesen Vorgang bendétigte
Zeit proportional zu der Lange des kirzeren Segments.

geldschten Punkte furi 6 imax in einer beliebigen Reihenfolge in der ListeL{ ! enthalten
sind, ist die Erstellung der neuen Listen an dieser Stelle nicht e zient. Anstatt diese Listen

(leeren) Listen erganzt. Alle in den einzelnen Schritten geldschten Punkte werden dann
am Ende der Phase mittelseiner Traversierung der zu Beginn der Phase erstellten Kopien

Der obige Aufteilungsprozess wird, beginnend mit der Startmeng®g, so lange wieder-
holt, bis jPj j ‘PT‘” gilt. Die Anzahl der dafurr nétigen Aufteilungsschritte seik. Da alle Auf-
teilungen faire Aufteilungen sind, entsteht durch diesen Prozess ein unvollstandiger fairer

eine Kette von Knoten vo; vy;:::; v mit  (vj) = P; reprasentiert, die wahrend des Prozes-
ses sukzessiv erstellt werden. Fir jeden Knotew; wird weiterhin ein Geschwisterknoten

% mit (9)) = Iﬁj zu T hinzugefiigt. Der Gesamtaufwand fiir diesen Aufteilungsprozess
ist linear in der Anzahl der geldschten Punkte und somit insgesamt linear. In jedem der

ten Punkte in die fUr sie vorgesehenen Lister") 21 I'_‘jd @ k) eingefugt werden.
Dazu iteriert man Uber alle d Dimensionen. Pro Dimensioni wird die zu Beginn der Phase
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Abbildung 4.5: Schematische Darstellung eines durch den Aufteilungsprozess entstehenden un-
vollstandigen fairen Aufteilungsbaums einer PunktmengeP,  R?, die aus 13 Punkten besteht.
Der Weg von vy nach v, wird durch die gestrichelten Linien hervorgehoben. Die Bléatter des Baums
reprasentieren die MengerPy; Py; Ps; Ps und Py, welche jeweils hochstenss Punkte enthalten.

angefertigte Kopie der ListeL? in aufsteigend sortierter Reihenfolge durchlaufen. Ein tra-
versierter Punkt enthalt entweder keinen Zeiger auf eine der obigen Listen (dann ist der

Liste [} alle Punkte ausP; 1 Pj in sortierter Reihenfolge bzgl. deri-ten Dimension. Dad
konstant ist, bendtigt die Verteilung aller Punkte auf die entsprechenden Listen insgesamt
eine in der Anzahl der Punkte ausjPoj lineare Laufzeit.

Die Aufteilungsphase erstellt also in linearer Zeit einen unvollstandigen fairen Aufteilungs-
baum fir die vorsortierte EingabemengePy. Jedes Blatt des Baums représentiert eine
Menge, welche aus hdchsten®yj=2 Elementen besteht. Die Ausgabe der Phase beinhaltet
zudem in den Blattern gespeicherte sortierte Listen fur diese Mengen, welche den folgenden
divide and conquerAlgorithmus ermdglichen.

Der Hauptalgorithmus Um die Funktion SequentialFairSplitTree (Algorithmus
4.1) auf eine Punktmenge aus derRY anwenden zu kénnen, miissen entsprechende sortierte

alFairSplitTree bendtigten Listen werden dazu in einem Vorsortierungsschritt erstellt.
Die fiur die rekursiven Aufrufe der Funktion bendtigten sortierten Listen werden durch die
Ausgabe der oben beschriebenen Aufteilungsphase bereitgestellt.

Der Hauptalgorithmus zur Konstruktion eines fairen Aufteilungsbaums besteht dann
aus diesem Vorsortierungsschritt und der darauf folgenden Anwendung der Funktiose-
quentialFairSplitTree auf die Startmenge mit den zugehorigen sortierten Listen. Die
Analyse dieses Algorithmus im RAM-Modell wird durch das folgende Lemma gegeben.
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Funktion SequentialFairSplitTree (P;Lq;:::;Lg)
Eingabe: Eine nicht-leere endliche PunktmengeP  RY und d Listen L1;:::;Lg, wobei eine Liste
L; die jPj Punkte in aufsteigend sortierter Reihenfolge bzgl. deri-ten Koordinate enthalt.
Ausgabe: Ein fairer Aufteilungsbaum T von P.
1. if jPj=1 then
2:  Der Aufteilungsbaum T von P besteht aus einem Knotenv mit (v) = P. Der Punkt p mit
P = fpg wird explizit in diesem Knoten gespeichert.

3: else
4:  Berechne mittels der Aufteilungsphase einen unvollstandigen fairen Aufteilungsbaun ©von
P. Seienvy;:::; Vv die Blatter von TC Fiir jede Menge (v;) liegen wiederum sortierte Listen

Lis::osLy vorund es giltj (vi)j j Pj=2
: fori=1tokdo

6: Wende die Funktion SequentialFairSplitTree rekursiv auf die Punktmenge (v;) und
deren zugehorigen Listen an um einen fairen Aufteilungsbaunt; von (v;) zu berechnen.
Das Blatt v; von T%wird in Zeile 8 durch den Baum T; ersetzt.

7:  end for

8 T=TQ T.[ [ T«

9: end if

10: return T

Algorithmus 4.1:  Berechnung eines fairen Aufteilungsbaums im RAM-Modell, vgl. [25]

4.2.1 Lemma ([25, 27]). Sei eine endliche nicht-leere Punktmengé RY gegeben.
Dann kann in einer Laufzeit von O(jPjlogjPj) ein fairer Aufteilungsbaum fur P kon-
struiert werden. Der Speicherplatzbedarf des fairen Aufteilungsbaums liegt dabei@(jPj).

Beweis. In einer Laufzeit von O(jPjlogjP]j) lassen sich die Punkte bzgl. einer Dimension
sortieren und in der zugehorigen Liste speichern. Dd konstant ist, benétigt diese Vorsor-
tierung fir alle d Listen insgesamtO(d jPjlogjPj) = O(jPjlogjPj) Zeit. Eine Anwendung
der Funktion SequentialFairSplitTree auf die PunktmengeP und die erstellten Listen
liefert dann den gewinschten fairen Aufteilungsbauml von P: Besteht die Punktmenge
P aus nur einem Punkt, so wird in Zeile2 der Funktion der aus diesem einen Knoten
bestehende faire Aufteilungsbaumr erstellt und anschlieyend zuriickgegeben. Ansonsten
wird mittels der Aufteilungsphase ein unvollstandiger fairer Aufteilungsbaum T° von P
berechnet, dessen Blatter Mengen mit hochstend j=2 Elementen représentieren. Fur die-
se Mengen werden in Zeilé jeweils rekursiv faire Aufteilungsbaume berechnet. In Zeile
8 werden dann die Blatter des unvollstandigen fairen Aufteilungsbaums durch diese re-
kursiv berechneten Baume ersetzt. Der so konstruierte Baur ist o ensichtlich ein fairer
Aufteilungsbaum von P.

Um den Gesamtaufwand dieser rekursiven Konstruktion zu bestimmen, sei der Aufwand
betrachtet, der jeweils pro Rekursionsebene anfllt: Da die durch einen Funktionsaufruf ent-
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bilden, ist die Vereinigung der durch alle Funktionsaufrufe einer Rekursionsebene indu-
zierten Mengen eine disjunkte Zerlegung der urspringlichen Startmendge. Aufgrund des
linearen Laufzeitbedarfs der Aufteilungsphasen in Zeild betragt der Gesamtaufwand flr
alle Aufteilungsphasen einer Rekursionsebene demnach insgesamt héchst€ngPj). Die
Ersetzung der Blatter des unvollstandigen fairen AufteilungsbaumsT %in Zeile 8 durch die
rekursiv berechneten fairen Aufteilungsbaume kann ebenso in einer Laufzeit vo@(jPj)
realisiert werden. Der Gesamtaufwandaller Funktionsaufrufe einer Rekursionsebene ist
demnach linear in der Anzahl der Punkte ausP.

Da die Anzahl der Eingabeelemente der rekursiven Funktionsaufrufe pro Rekursions-
ebene mindestens halbiert wird, besitzt der durch alle Funktionsaufrufe induzierte Rekur-
sionsbaum eine maximale Tiefe vorlogjPj. Der Gesamtaufwand fir die Konstruktion des
fairen Aufteilungsbaums betrdgt demnach insgesamOD(jPjlogjP|). Die Aussage Uber den
verwendeten Speicherplatz ergibt sich aus der linearen Groye des Baums und der Tatsache,
dass in jedem Knoten nur konstant viele Informationen gespeichert sind.

Wahrend der Erstellung eines Knotensv des fairen AufteilungsbaumsT durch den obigen
Algorithmus kann mit Hilfe der sortierten Listen in O(d) = O(1) Zeit das Begrenzungs-
rechteckR( (v)) von (v) bestimmtwerden. Fur die folgenden Betrachtungen kann deshalb
angenommen werden, dass in jedem Knotem aus T das zugehérige RechtecR( (v)) ge-
speichert ist. Die Berechnung der kleinsterd-Kugel, welche das RechteclR( (v)) enthalt,
ist demnach fir jeden Knotenv aus T in einer konstanten Laufzeit méglich.

Konstruktion einer WSPD

sich mittels des obigen Algorithmus ein fairer AufteilungsbaumT von P berechnen. Es
wird nun gezeigt, wie sich mit Hilfe eines solchen Baums eine scharf getrennte Realisation

einer scharf getrennten Realisation vorP P ist gesichert, da die Mengeff pi;pjgj1
i <] ng eine bzgl. jeden Wertess 2 R* scharf getrennte Realisation vorP P darstellt.
Diese Realisation besteht aber ausrz‘ vielen Paaren und besitzt demnach eine quadratische
Groye.
Aufgrund der obigen Bemerkung kann angenommen werden, dass in jedem Knoten

v 2 T das zugehdrige BegrenzungsrechtedR( (v)) gespeichert ist. Fur zwei beliebige
Knoten v und w aus T kann deshalb in konstanter Laufzeit geprift werden, ob die Mengen

(v) und (w) bzgl. eines Wertess 2 R* scharf getrennt sind oder nicht. Die Paare
fA;;Big der im Folgenden berechneten Realisation werden weiterhin durch Knotenpaare
fvi;wjg mit Knoten aus T und nicht explizit durch die Punkte der Mengen A; und B;
dargestellt. Der Grund dafir ist, dass eine explizite Darstellung der Realisation anhand
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kann, d.h. P :‘:1 (JAij + jBjj) kann quadratisch in jPj sein, vgl. Callahan [25].

Die Funktion ComputeWSR (Algorithmus 4.2) stellt den Algorithmus zur Berechnung
einer Realisation linearer Groye dar. Diese Funktion greift auf eine Hilfsfunktion namens
FindPairs  zurlck, fur deren Beschreibung die folgende Relation zwischen zwei Knoten
v und w aus T bendtigt wird: Fur zwei Knoten v und w aus T sei die Relationv ~ w
de niert durch

v ow Imax ( (V))  Imax( (W) _ Imax ( (V) = Imax( (W) * (V) < (w) ;

wobei eine beliebige, fest gewahlte Postorder-Nummerierung sei. Fir zwei verschiedene
Knoten v und w gilt somit entwederv ~ w oderw v. Zudem gilt v  p(v) fur jeden von
der Wurzel verschiedenen Knoterv 2 T mit Vaterknoten p(v). Die Relation v~ w wird
weiterhin durchv  w: v w _ v= wdeniert.

Durch das folgende Lemma wird nun zunéchst die HilfsfunktiorFindPairs analysiert.

4.2.2 Lemma ([25, 27]). Sei ein fairer AufteilungsbaumT einer endlichen nicht-leeren
PunktmengeP  RY und eine Konstantes 2 R* gegeben. Die durch die Ausgabe der Funk-
tion FindPairs , angewendet aufT; s und ein Paar fv; wg von Knoten ausT, dargestellte

von (V) (w), die T benutzt.

Beweis. Sind die Mengen (v) und (w) bzgl. s scharf getrennt, so ist die Behauptung
trivial. Ansonsten kann induktiv angenommen werden, dass die Funktion Darstellungen

von bzgl. s scharf getrennten Realisationen der Interaktionsprodukte (vi) (w) bzw.
(v2)  (w) berechnet. Die VereinigungR®= R9[R 9 = ff vi;wig;:::;fv; wegg dieser
Paare ist dann eine Darstellung einer bzgls scharf getrennten Realisation von (v)  (w):
Die zu zeigenden Eigenschaften R1, R2 und R5 folgen leicht augvi); (v2) (v) und
den Eigenschaften der durctR$ und RS dargestellten Realisationen. Die Eigenschaften R3
bzw. R4 folgen aus (vi)\ (v2) = ; bzw.aus (v)= (vi)[ (v2), ebenso unter Verwen-
dung der Eigenschaften der durctR$ und RY dargestellten Realisationen. Die Terminierung
eines Funktionsaufrufs vonFindPairs ergibt sich ausj (v1)j j (W)j<j (V)j j (w)j bzw.

J (2 ] Wi<j i (w)j

Es wird nun die Funktion ComputeWSR analysiert. Um eine Darstellung der gewiinschten
Realisation zu berechnen, wird in Zeil€ dieser Funktion zunéchst fir jeden inneren Knoten
aus T mit Kindern v und w das Paarfv;wg zu der MengeR hinzugefugt. Wie aus dem
Beweis des folgenden Lemmas ersichtlich ist, stellt die auf diese Weise konstruierte Menge
R eine Realisation vonP P dar. Da diese im Allgemeinen jedoch nicht bzgls 2 R*
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Funktion ComputeWSR (P;T;s)

Eingabe: Eine endliche nicht-leere PunktmengeP  RY, ein fairer AufteilungsbaumsT von P und
eine Konstantes 2 R* .
Ausgabe: Eine MengeR = ff vi;w;Q;:::; fvk;wegg von Knotenpaaren ausT. Die durch die Kno-
tenpaare dargestellte Mengeff  (v1); (w)g;:::;f (w); (wg)gg ist eine bzgl. des Wertess
scharf getrennte Realisation vonP P, die T benutzt.
R
Fuge fur jeden inneren Knoten ausT mit Kindern v und w das Paarfv;wg zu R hinzu.
R ;
for jedes Paarfv;wg 2 R do
Entferne fv;wg aus R.
R R[ FindPairs (T;fv;wg;s)
end for

return R
Funktion FindPairs (T;fv;wg;s)

Eingabe: Ein fairer Aufteilungsbaum T einer endlichen nicht-leeren Punktmenge®  RY, ein Paar
fv;wg von Knoten aus T und eine Konstantes 2 R* .

tenpaare dargestellte Mengeff (v1); (wi1)g;:::;f (v); (wk)gg ist eine bzgl. s scharf ge-
trennte Realisation von (V) (w), die T benutzt.

1: O.B.d.A. geltew v.

2. if  (v) und (w) sind scharf getrennt bzgl.s then

3: R%=ff v;wgg

4: else

5 Esgiltj (v)j> 1L

6: Seienvy und v, die beiden Kinder vonv in T.

7:  RO%= FindPairs (T;fvy;wg;s) [ FindPairs (T;fv,;wg;s)
8: end if

9: return R°

Algorithmus 4.2:  Berechnung einer scharf getrennten Realisation im RAM-Modell, vgl. [40, 59]

scharf getrennt ist, wird in Zeile 6 von ComputeWSR fir jedes Paarfv;wg 2 R mit Hilfe
der Funktion FindPairs eine Darstellung einer bzgl.s scharf getrennten Realisation von

(v) (w) berechnet. Dass die Vereinigundr aller dadurch entstehenden Knotenpaare
eine Darstellung einer bzgl.s scharf getrennten Realisation vonP P ist, wird nun durch
das folgende Lemma gezeigt:

4.2.3 Lemma ([25, 27]). Sei eine endliche nicht-leere Punktmeng®  RY, ein fairer
Aufteilungsbaum T von P und eine Konstantes 2 R* gegeben. Die durch die Ausgabe
der Funktion ComputeWSR (Algorithmus 4.2), angewendet aufT; P und s, dargestellte
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von P P, die T benutzt.

Beweis. Nach Lemma 4.2.2 berechnet die FunktionFindPairs zu jedem Paarfv;wg ei-

ne Darstellung einer bzgl.s scharf getrennten Realisation von (v) (w). Somit erfullt

die Mengeff (v1); (w1)g;:::;f (vk); (wk)ggdie Eigenschaften R1, R2 und R5. Um die
Eigenschaften R3 und R4 zu veri zieren, muss bewiesen werden, dass jedes Paar verschie-
dener Punkte ausP in genau einem der Interaktionsprodukte (v;) (w;) enthalten ist.
Seien dazu ein Paaf p1;p.g ausP P und die beiden Bléatter a;bausT mit (a) = fpig
und (b) = fp2g gegeben. Weiterhin seic der kleinste gemeinsame Vorfahre vom und b
sowiec; und ¢, die Kinder von c. Eine Anwendung der Funktion FindPairs auf das Kno-
tenpaar f c;; cpg liefert dann eine Darstellung einer bzgl.s scharf getrennten Realisation
von (c1) (c2). Demnach existiert eini®2 f 1;:::kg mit fp1;p2g 2  (Vio) (Wjo).

fp1;p20 2 (Voo (wijog gibt. Dazu sei ein vonc verschiedener innerer Knoten¢ aus T
gegeben. Fir die Kinder¢; und €, dieses Knotens gilt dann genau einer der drei folgenden
Falle:

() pr2Z (C)[ (€2
(i) p22 (L) (&)

(i) (p1yp22 (€) " pup22Z (&) _ (Puip22 (€)M pup22 (€2) _ (puip22
&) [ (€2

Durch eine Anwendung der Funktion FindPairs auf die Kinder eines vonc verschiedenen

fp1;p202 (vioo (wijo entstehen.

Um die Laufzeit dieses Konstruktionsverfahrens zu bestimmen, fihren Callahan und Kosa-
raju [27] den Begri eines Berechnungsbaumsein. Der Berechnungsbaumr (f v; wg) eines
Knotenpaaresf v; wg mit Knoten v und w ausT und w v ist ein Bindrbaum mit Wur-
zelknoten (v; w). Sind die beiden Mengen (v) und (w) bzgl. s scharf getrennt, so besteht
T(fv;wg) nur aus diesem einen Knoten. Ansonsten seien und v, die beiden Kinder von
v. Der BerechnungsbaumT (fv; wg) von fv;wg besteht dann aus der Wurzel(v; w) und
den beiden in(v;w) gewurzelten Berechnungsbaumeit (f vi; wg) und T (f vo; wg).

Die Funktion ComputeWSR wendet die Hilfsfunktion FindPairs auf die Kinder v
und w eines jeden inneren Knotens des fairen Aufteilungsbaunm an. Der Berechnungs-
baum T (fv;wg) von fv;wg stellt dann die rekursive Berechnung der Knotenpaare durch
die Funktion FindPairs dar. Ein Blatt des Berechnungsbaums korrespondiert dabei mit
einem Knotenpaar der berechneten Menge. Aufgrund dieser Korrespondenz zwischen den
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Blattern eines Berechnungsbaums und den jeweiligen Knotenpaaren folgt, dass die Ge-
samtgroye aller BerechnungsbaumeT (fv;wg) mit fv;wg 2 R linear in der Anzahl der
insgesamt berechneten Knotenpaare ist. Eine Anwendung der Funktiol€omputeWSR
bendtigt demnach eine in der Anzahl der berechneten Knotenpaare lineare Laufzeit.

Um die Anzahl der insgesamt berechneten Knotenpaare zu bestimmen, verwenden Cal-
lahan und Kosaraju [27] ein Kompaktheitsargument. Callahan [25] prazisiert dieses Ver-
fahren, indem er den Begri der sogenannterkanonischen Realisationeinfuihrt. Auf diese
Vorgehensweisen soll hier jedoch nicht naher eingegangen werden. Stattdessen wird nur
das Gesamtergebnis dieser Uberlegungen gegeben:

4.2.4 Theorem ([25, 27]).  Sei eine endliche nicht-leere PunktmengP  RY, ein fairer
AufteilungsbaumT von P und eine Konstantes 2 R* gegeben. Dann kann in einer Laufzeit
von O(s%Pj) = O(jPj) eine WSPD D = (T;R) von P bzgl.s berechnet werden, deren
Groye O(s%Pj) = O(jPj) betragt.

Insgesamt ergibt sich also ein Konstruktionsverfahren, welches fiir eine endliche nicht-leere
Punktmenge P RY eine bzgl. eines Wertes 2 R* scharf getrennte WSPDD = ( T;R)
von P linearer Gréye konstruiert. Die Laufzeit dieses Verfahrens setzt sich aus der Laufzeit
fur die Berechnung des fairen Aufteilungsbaumdl und der Laufzeit fur die Berechnung
der Realisation R zusammen und betragt somitO(jPjlogjPj + s%jPj) = O(jPjlogjPj).
Die durch dieses Verfahren konstruierte RealisatiorR wird dabei durch eine MengeR 1 =

4.2.2 Optimaler paralleler Algorithmus

Der optimale parallele Algorithmus von Callahan [25] bietet die Grundlage fir die I/O-
e ziente Variante von Govindarajan et al. [40], welche wiederum in weiten Teilen mit
dem im Kontext des cache-obliviousModells e zienten Algorithmus aus Abschnitt 4.3
Ubereinstimmt. Da dieser in Abschnitt 4.3 ausfihrlich beschrieben wird, soll hier nur kurz
auf die parallelen Algorithmen [25, 27] zur Konstruktion einer WSPD eingegangen werden.

Die urspriingliche Version des parallelen Algorithmus [27] zur Konstruktion einer WSPD
berechnet zuerst einen fairen AufteilungsbaunmT der zu untersuchenden endlichen nicht-
leeren PunktmengeP  RY. Die dafiir benétigte (suboptimale) Laufzeit betragt O (log? jPj)
auf einer CREW PRAM mit O(jPj) Prozessoren. Mit Hilfe dieses Aufteilungsbaums wird
dann unter Verwendung von O(jPj) Prozessoren in einer Laufzeit vorO(logjPj) die be-
notigte Realisation berechnet. Durch das von Callahan [27] entwickelte verbesserte Kon-
struktionsverfahrens eines fairen Aufteilungsbaums entsteht dann ein e zientes Verfahren
zur Konstruktion einer WSPD auf einer CREW PRAM:

4.2.5 Theorem ([25]). Sei eine endliche nicht-leere PunktmengB aus demR¢ und eine
Konstante s 2 R* gegeben. Dann kann in einer Laufzeit voi©(logjPj) auf einer CREW
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PRAM mit O(jPj) Prozessoren eine WSPD vorP bzgl.s konstruiert werden, deren Groye
linear in der Anzahl der Punkte ausP ist.

Die verbesserte Konstruktion des fairen Aufteilungsbaums basiert auf einer Technik na-
mensmulti-way divide and conquer Zur Losung eines Problems der Groy®& zerlegt diese
Technik das Problem in Teilprobleme der GroyeO(N ) mit O < 1lund I6st diese Teil-
probleme rekursiv. Bei Anwendung dieser Technik auf das Problem der Konstruktion eines
fairen Aufteilungsbaums muss jedoch darauf geachtet werden, dass die Menge nur durch
faire Aufteilungen zerlegt wird es dirfen also nicht beliebige Hyperebenen zur Aufteilung
der jeweiligen Mengen verwendet werden, vgl. Callahan [25]

Callahans optimaler paralleler Algorithmus zur Konstruktion eines fairen Aufteilungs-
baums T einer endlichen nicht-leeren PunktmengeP RY ist wie folgt aufgebaut: Fur
P wird zunéchst ein unvollstéandiger fairer AufteilungsbaumT %konstruiert, dessen Blatter
Mengen mit hdchstensjPj (0 < 1) Elementen reprasentieren. Anschlieyend werden
die Blatter von T?durch rekursiv berechnete faire Aufteilungsbaume fur die entsprechen-
den Mengen ersetzt. Der Aufbau des Algorithmus &hnelt also in seiner Struktur der des
sequentiellen Algorithmus.

Kernidee bei der Konstruktion des unvollstandigen fairen AufteilungsbaumsT ist die
Konstruktion eines gewissen Obergraphefs, dessen Ecken mit sogenannten konstruierba-
ren Rechtecken korrespondieren. Anschlieyend wird aus diesem Obergraphen ein Teilgraph
T. extrahiert, welcher die Grundlage fiir den BaumT? bildet. Die Struktur des parallelen
Algorithmus wird von dem im folgenden Abschnitt beschriebenen Algorithmus weitgehend
Ubernommen.

4.3 Konstruktion einer WSPD im Cache-Oblivious -Modell

Das in diesem Abschnitt beschriebene Konstruktionsverfahren stimmt in weiten Teilen
mit der 1/0-e zienten Variante von Govindarajan et al. [40] Gberein. Der gréyte Teil des
adaptierten Verfahrens besteht aus Sortierungen und Traversierungen von gewissen Daten-
elementen. Da Sortierungen und Traversierungen von Datenelementen igache-oblivious
Modell asymptotisch gesehen mit genauso wenig Speichertransfers wie im I/O-Modell még-
lich sind, kdnnen diese Stellen fast identisch Ubernommen werden.

4.3.1 Vorbemerkungen

Es wird zunachst eine alternative De nition eines fairen AufteilungsbaumsT einer endli-
chen nicht-leeren PunktmengeP  RY gegeben. Fiir die De nition eines solchen Baums
wird in einem ersten Schritt der Begri eines fairen Schnitts eingefihrt. Anschlieyend
wird eine Technik namenstime-forward processinggenauer erlautert.
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Faire Schnittbdume

Ein Schnitt eines RechtecksR ist eine Zerlegung vonR in zwei RechteckeR; und R»,
die durch eine achsenparallele Hyperebend, die sogenannteSchnitthyperebengegetrennt
werden. Die HyperebeneH muss dabei einen echt positiven Abstand zu den beiden zd
parallelen Seiten vonR haben. Ein fairer Schnitt [25] eines RechtecksR ist ein Schnitt
dieses Rechtecks, bei dem die entsprechende Hyperebéheinen Abstand von mindestens
%Imax(R) zu den beiden zuH parallelen Seiten vonR hat. Analog zu Callahan [25] wird
fir zwei RechteckeR und R%die Notation R RPeingefiihrt, um zu kennzeichnen, dasR®°
durch eine Sequenz von fairen Schnitten auR entstehen kann, d.h., dass es eine Sequenz

durch einen fairen Schnitt vonR; entstandenist(i=1;:::;k 1).

Ein fairer Schnittbaum T einer endlichen nicht-leeren Punktmenge®  RY ist ein mit
P verknupfter Binarbaum, der die folgenden Bedingungen erfillt, vgl. Callahan [25] und
Govindarajan et al. [40]:

m Jedem Knotenv aus T ist ein Rechteck R(v) mit (v) R(v) zugeordnet. Fir die
Wurzel r ist R(r) ein d-Wurfel mit Lange Imax (P) und gleichem Zentrum wieR(P).

m Fir jeden inneren Knotenv mit Kindern v; und v, gilt: R(v) kann durch einen fairen
Schnitt in zwei Rechtecke R1 und R, zerlegt werden, so dass (vi) = (V) \ Ry;
(v2)= (V\ R;;R1  R(vi)und R,  R(v) gilt.

Da ein fairer Schnittbaum ein mit der Punktmenge P verknipfter Baum ist, gilt j (v)j] 1
fur jeden Knoten v aus T. Fir einen inneren Knotenv aus T mit Kindern vy und v» gilt
weiterhin - (v))\ (v2) = ;, (vi)[ (v2)= (V) undj (v1)j <] (v)jbzw.j (v2)j < | (V)j.

Wie das folgende Lemma zeigen wird, besitzt ein fairer Schnittbaum einer endlichen
nicht-leeren PunktmengeP aus demRY im Wesentlichen dieselben Eigenschaften wie ein
fairer Aufteilungsbaum von P. Im Unterschied zu einem fairen Aufteilungsbaum kénnen
bei einem fairen Schnittbaum jedoch Punkte ausP in den Schnitthyperebenen liegen,
durch welche der Baum de niert ist. Nach De nition einer (fairen) Aufteilung wird dies
bei einem fairen Aufteilungsbaum nicht zugelassen. Mit Ausnahme dieser Eigenschaft ist
jeder faire Schnittbaum ein fairer Aufteilungsbaum:

4.3.1 Lemma. Mit Ausnahme der oben angesprochenen Eigenschatft ist jeder faire Schnitt-
baum T einer endlichen nicht-leeren Punktmengd® R ein fairer Aufteilungsbaum von
P.

Beweis. Seiv ein innerer Knoten ausT mit Kindern v; und v,. Nach De nition eines fairen
Schnittbaums kann das RechteckR(v) mittels eines fairen Schnitts in zwei Rechteckdr;
und R, mit Ry R(vi)) und R2  R(v2) zerlegt werden. Dalmax (R(V))  Imax( (v)) und
R(v)  R(v) gilt, hat die Schnitthyperebene H, durch welche der faire Schnitt de niert
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ist, einen Abstand von mindestendmax ( (v))=3 zu den beiden zuH parallelen Seiten von

R(v).

In Anlehnung an einen unvollstédndigen fairen Aufteilungsbaum wird einunvollstandiger
fairer Schnittbaum de niert: Die De nition eines unvollstandigen fairen Schnittbaums T°
einer endlichen nicht-leeren Punktmenge®  RY stimmt mit der De nition eines fairen
Schnittbaums von P (iberein, bis auf den Unterschied, dass die Blatter voiT © auch mehr-
elementige Teilmengen vorP darstellen durfen, d.h. es wirdj (v)j 1 fir ein Blatt v aus
TOzugelassen.

Time-Forward Processing  -Technik

Im Rest dieses Kapitels wird intensiv von einer Technik hamensime-forward processing
Gebrauch gemacht. Diese soll nun kurz beschrieben werden. Die folgende Beschreibung
basiert dabei auf der Arbeit von Govindarajan et al. [40].

Die time-forward processing Technik stellt ein elegantes Verfahren zur Bearbeitung bzw.
Traversierung von gerichteten azyklischen Graphen dar. Dieses Verfahren wurde urspriing-
lich von Chiang et al. [29] vorgestellt und anschlieyend von Arge [6] verbessert. Wie Go-
vindarajan et al. bemerken, kann mit Hilfe dieser Technik das folgende Problem geldst
werden:

Sei ein gerichteter azyklischer GraphG = (V; E) gegeben, dessen Eckenmenge topo-
logisch sortiert ist, d. h., dass fir jede Kante(v;w) 2 E die Anfangseckev der Endeckew
vorausgeht. Jeder Eckes 2 V wird dadurch eine Prioritat zugeordnet, welche der Position
der Ecke in dieser sortierten Liste der Eckenmenge entspricht. Weiterhin sei in jeder Ecke
v 2 V eine Markierung (v) gespeichert undf eine Funktion, welche auf die Eckenmen-
ge V von G angewendet werden soll, um fUr jede Ecke 2 V mit direkten Vorgangern
ui;:::; uUx eine neue Markierung (v) = f( (v); (u1);:::; (ux)) zu berechnen.

Um die Berechnung der neuen Markierungen durchzufiihren, werden die Ecken aus
V mittels der time-forward processingTechnik in topologisch sortierter Reihenfolge tra-
versiert. Nach Bearbeitung einer Eckev 2 V wird deren neue Markierung (v) an ihre
direkten Nachfolger geschickt , um sicherzustellen, dass die Markierung (v) bei Bear-
beitung dieser direkten Nachfolger vorliegt. Govindarajanet al. beschreiben die von Arge
[6] entwickelte Umsetzung dieser Technik wie folgt: Das Senden von Informationen wird
durch eine PrioritatswarteschlangeQ realisiert. Soll nach Bearbeitung einer Eckey 2 V die
(neue) Markierung (v) an einen direkten Nachfolgemw von v geschickt werden, so wird
die Information (v) in die Prioritatswarteschlange Q mit der Prioritdt von w eingefigt.
Bei Bearbeitung einer Eckew 2 V werden alle Eintrage ausQ mit der Prioritédt von w
entfernt. Da fur jeden direkten Vorgéngerv von w die fur die Berechnung des neuen Werts

(w) bendtigte Information (v) aufgrund der topologischen Sortierung der Eckenmenge
zuvor mit der Prioritat von w in die Prioritatswarteschlange Q eingefuigt wurde, liegen bei
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der Bearbeitung vonw alle Informationen fir die Berechnung von (w) vor. Die fiur die
Bearbeitung einer Ecke bendtigten Informationen kdnnen demnach durch eine Folge von
DeleteMin -Operationen aus der Prioritatswarteschlange entfernt werden.

Sowohl im I/O-Modell als auch im cache-obliviousModell kann die obige Anwendung
der time-forward processing Technik mit Hilfe einer Prioritatswarteschlange mit O(sort(jVj
+JEj+ jl})) /O-Operationen bzw. Speichertransfers umgesetzt werden, wobei die insge-
samt entlang der Kanten vonG verschickte Menge von Informationen ist® Im Folgenden
wird diese Technik zudem auf Baume anwendet, und gesagt, dass die Knoten dieser Baume
von den Blattern ausgehend zur Wurzel hin bzw. von der Wurzel ausgehend zu den Blat-
tern hin mittels der time-forward processingTechnik traversiert werden. Damit ist gemeint,
dass eine Traversierung der entsprechenden gerichteten Graphen statt ndet.

4.3.2 Konstruktion eines fairen Schnittbaums

Analog zu Govindarajan et al. [40] kann das folgende Ergebnis gezeigt werden:

4.3.2 Theorem. Sei eine endliche nicht-leere Punktmeng® aus demRY gegeben. Dann
kann mit Hilfe der Funktion FairCutTree (Algorithmus 4.3) unter Verwendung von
O(jg—j) Speicherblocken mitO(sort(jPj)) Speichertransfers ein fairer SchnittbaumT von P
berechnet werden.

Beweis. Mit O(sort(jP])) Speichertransfers kdnnerm Listen erstellt werden, die die Punkte
jeweils sortiert bzgl. einer der Dimensionen enthalten. Aus diesen Listen kann mi©O(1)
Speichertransfers derd-Wurfel Rg mit Lange Inax (Ro) = Imax (P) und gleichem Zentrum
wie R(P) berechnet werden.

Sei eine reelle Konstante aus dem halbo enen Interval[l %; 1). Eine Anwendung
der Funktion FairCutTree auf P;Ro und liefert dann den gewilnschten fairen Schnitt-
baum T von P: Gilt jPj =1, so wird in Zeile 2 der aus einem Knotenv bestehende faire
Schnittbaum T von P konstruiert und anschlieyend zurtickgegeben. Andernfalls wird in
Zeile 4 ein unvollstandiger fairer Schnittbaum TO%von P berechnet, dessen Blatter Men-
gen reprasentieren, die aus héchsten®j Punkten bestehen. Fir diese Mengen werden in
Zeile 6 rekursiv faire Schnittbdume berechnet, die dann in Zeile8 die korrespondierenden
Blatter ersetzen. Der dadurch entstehende BaunT ist o ensichtlich ein fairer Schnittbaum
von P.

Wie das folgende Lemma zeigen wird, verursacht die in Zeikestatt ndende Berechnung
des unvollstandigen fairen SchnittbaumsT © mittels der Funktion PartialFairCutTree
(Algorithmus 4.4) insgesamt héchstensgO(sort(jPj)) Speichertransfers. Weiterhin kénnen
die Blatter von T %sowie die fiir die rekursiven Aufrufe benétigten Informationen durch eine

SFur diese Menge kannjlj2 ! (jVj+ jEj) gelten, falls die Markierungen (v) und (v) einer Eckev 2 V
nicht-konstante Informationen speichern.
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Funktion FairCutTree (P;Ro; )
Eingabe: Eine endliche nicht-leere PunktmengeP ~ RY, eine Box Rg mit P R und eine reelle
Konstante 2 [0;1).
Ausgabe: Ein fairer Schnittbaum T von P.
1. if jPj=1 then
2:  Erzeuge einen fairen SchnittbaumT von P, der aus einem Knotenv mit (v) = P und
R(v) = Rg besteht, und speichere den PunktP = fpg explizit in diesem Knoten.

3: else
4:  Wende die Funktion PartialFairCutTree auf P;Ro und an, um einen unvollstandigen
fairen Schnittbaum T° von P zu berechnen. Seierv;::: ;v die Blatter von T In jedem

Blatt v; sind die Menge (v;i) und das RechteckR(v;) gespeichert und es gilf (vi)j j Pj .
for i =1 to k do
6: Wende die Funktion FairCutTree rekursiv auf die Punktmenge (v;), das Rechteck
R(v;) und die Konstante an, um einen fairen SchnittbaumT; von (v;) zu konstruieren.
Das Blatt v; von T%wird in Zeile 8 durch den Baum T; ersetzt.
7:  end for
8 T=TQ T.[ [ T«
9: end if
10: return T

Algorithmus 4.3:  Berechnung eines fairen Schnittbaums incache-obliviousModell, vgl. [40]

Traversierung der O(jPj) groyen Knotenmenge vorT * mit O(scan(jPj)) Speichertransfers
extrahiert werden (dies ist aufgrund der Art und Weise mdéglich, auf die der unvollstandige
faire Schnittbaum durch den im Rest dieses Abschnitts beschriebenen Konstruktionsalgo-
rithmus im Speicher abgelegt wird). Durch Zeile4 werden demnach héchsten®(sort(jPj))
Speichertransfers verursacht.

Die fur die rekursive Berechnung insgesamt benétigten Speichertransfers kénnen somit
durch folgende Rekurrenz beschrieben werden:

X
L(Pj) c sort(jPj))+  1(Ni)
i=1

Die Konstante c 2 R* ist dabei so gewabhlt, dass ein Aufruf der FunktionPartialFair-
CutTree hochstensc sort(jPj) Speichertransfers verursacht (aufgrund des folgenden
Lemmas existiert eine solche Konstante). Weiterhin geben die Werté&\; die Gréyen der
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Mengen (vi) an, d.h. N; = j (v)j fur i = 1;:::;k. Da fur diese WerteN; j Pj und
jPj=" K, N; gilt, lasst sich die Rekurrenz wie folgt au 6sen:
X«
L(GP)) ¢ sort(jPj)+ 1 (Ni)
i=1 0 1
X Xi
c sort(jPj)+  @c sort(N;)+ | (Njj )A
i=1 =1
X . ipj XK
c sort(jPj)+ ¢ MIogM=B L I (Njj)
. B B L
i=1 i=1 j=1
XX
= ¢ sort(jPj) (1+ )+ I (Nj)
i=1j=1
x
c sort(jPj) '

i=0
Fir die Rekurrenz gilt demnachl (jPj) & sort(jPj) 2 O(sort(jPj)). Ein Aufruf der

Funktion FairCutTree verursacht also hochstensO(sort(jPj)) Speichertransfers. Die
Aussage Uber den Speicherplatz ergibt sich aus dem folgenden Lemma.

Es ist noch das folgende Lemma zu zeigen.

4.3.3 Lemma. Sei eine endliche nicht-leere Punktmenge  RY, eine BoxRomit P Rg
und eine reelle Konstante 2 [1 %;1) gegeben. Dann benétigt eine Anwendung der
Funktion PartialFairCutTree (Algorithmus 4.4) auf P;Rg und  zur Berechnung ei-
nes unvollstandigen fairen Schnittbaums © von P insgesamtO(j%j) Speicherblocke und
O(sort(jPj)) Speichertransfers. Fiir jedes Blattv von TO gilt zudemj (v)j j Pj .

Analog zu Govindarajan et al. [40] wird die Topologie des BaumsT° durch die Funktion
PartialFairCutTree in drei Schritten erstellt. Im ersten Schritt wird ein Binarbaum

T. erstellt, dessen Knoten mit Boxen korrespondieren. Jede durch ein Blatt voif; darge-
stellte Box enthalt hdchstensjPj Punkte ausP. Im zweiten Schritt wird der Baum T zu
einem Baum T ®Perweitert. Dabei werden ggf. einige Blétter anT. angehangt und einige
Kanten von T durch B&ume ersetzt, welche aus Sequenzen von fairen Schnitten entstehen.
Nach Schritt 2 ist sichergestellt, dass jeder Punkt aud® in genau einer durch ein Blatt von
T%dargestellten Box liegt. Dabei kann es sein, dass eine durch ein Blatt vom °°darge-
stellte Box keine Punkte ausP enthalt. Diese Blatter werden im dritten Schritt entfernt.
Anschlieyend werden alle Wege in dem entstehenden Baum, die aus Knoten vom Grad
bestehen, durch eine einzelne Kante ersetzt. Der resultierende Baum ist dann der gesuchte
faire Schnittbaum T2 Diese drei Schritte werden im Folgenden detailliert beschrieben und
analysiert.
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Funktion PartialFairCutTree (P;Ro; )
Eingabe: Eine endliche nicht-leere PunktmengeP ~ RY, eine Box Rg mit P R und eine reelle
Konstante 2 [0;1).
Ausgabe: Ein unvollstandiger fairer Schnittbaum T%von P. Fiir ein Blatt v des Baums giltj (V)j
iPj .
1: Berechne den BaumT,.. Jeder Knoten stellt eine Box dar, welche explizit in diesem Knoten
gespeichert ist.
2: Expandiere T, zu T Jeder Knoten von T ©stellt eine Box dar, welche explizit in diesem Knoten
gespeichert ist. In einem Blatt von T%ist zusétzlich die (mdglicherweise leere) Teilmenge von
P gespeichert, welche in der durch das Blatt dargestellten Box liegt.
3: Entferne jedes Blatt aus T %0 welches keine Punkte speichert. Fasse alle Wege zu einer einzelnen
Kante zusammen, die aus Knoten vom Grad? bestehen. Der resultierende Baum ist der Baum
TO
4: return TO

Algorithmus 4.4: Berechnung eines unvollstandigen fairen Schnittbaums imcache-oblivious
Modell, vgl. [40]

Um die Lesbarkeit zu verbessern, wird bei der Bezeichnung von Knoten bzw. von den
durch die Knoten dargestellten Rechtecke nicht zwischen Knoten und Rechtecken unter-
schieden. Mit einer BezeichnundgR kann also kontextabhangig der KnotenR oder das durch
den Knoten dargestellte RechteckR gemeint sein.

Es wird nun gezeigt, wie die drei Schritte der FunktionPartialFairCutTree imple-
mentiert werden kénnen, um die in Lemma 4.3.3 angegebene asymptotische Schranke fir
die Anzahl der verursachten Speichertransfers bzw. des bendétigten Speicherplatzes einzu-
halten. Seien dazu die durch die Eingabe der FunktiorPartialFairSplitTree mitge-
lieferte endliche nicht-leere PunktmengeP  RY, die Box Ro mit P Rg und die reelle
Konstante 0 < 1 gegeben.

Konstruktion von  T¢

Um T, zu konstruieren, wird das RechteckRy zunéachst in jeder Dimension in Scheiben
eingeteilt, welche jeweils péchsteng?j Punkte ausP enthalten. Diese Einteilung wird pro
Dimension mit Hilfe von bijF}j ¢ +1 achsenparallelen Hyperebenen vollzogen, wobei die
beiden auyeren Hyperebenen die beiden Seiten vty in dieser Dimension enthalten. Die

Hyperebenen werden im Folgenden alBegrenzungsebenebezeichnet. Fir die Konstrukti-
on von T werden ausschlieylich die durch die Begrenzungsebenen gegebenen Informationen
Uber die Punkte verwendet.

Sind die Begrenzungsebenen flir das Rechte& berechnet worden, so kann der Baum
T durch den folgenden Algorithmus konstruiert werden, welcher das gegebene Rechteck
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Ro sukzessiv anhand der drei weiter unten beschriebenen Falle aufteilt: Da alle Seiten
des StartrechtecksRg in Begrenzungsebenen liegen, wird dieses durch den Fall(s. u.) in
zwei RechteckeR1 und R, aufgeteilt. Fir die beiden RechteckeR; und R, werden jeweils
mittels der drei weiter unten beschriebenen Falle rekursiv entsprechende Baumkg, und

T, berechnet. Die rekursive Aufteilung bricht ab, sobald ein Rechteck in mindestens einer
Dimension von keiner der zugehdérigen Begrenzungsebenen geschnitten wird. Der Balim
besteht dann aus der WurzelRg und aus den beiden inRg gewurzelten BaumenT,, und
Te,. Am Ende der Konstruktion liegt jedes Blatt von T¢ in mindestens einer Dimension
vollstandig in einer der zugehdrigen Scheiben. Dadurch wird sichergestellt, dass jedes dieser
Rechtecke héchstengPj Punkte ausP enthalt.

Zur Beschreibung der drei Falle sei nun ein RechtecR gegeben, welches den unten be-
schriebenen Bedingungen (i) (iii) gentgt und weiter aufgeteilt werden soll. Dabei bezeichne
RO das groyte in R enthaltene Rechteck, dessen Seiten in Begrenzungsebenen liegen. Bei
jeder Aufteilung mittels einer der drei unten beschriebenen Falle werden die folgenden
Invarianten aufrecht erhalten:

(i) Pro Dimension liegt mindestens eine der beiden Seiten voR in einer Begrenzungs-
ebene

(i) Furalle i =1;:::;d gilt entweder I;(R9 = I;(R) oderli(RY  2Ii(R)
(ii)) Tmin (R)  Llmax (R)

Das Startrechteck Rq erfiillt alle drei Invarianten: Rg ist entweder ein d-Wiirfel oder ein
Rechteck, welches durch einen vorherigen Aufruf der FunktionPartialFairCutTree
entstanden ist. Somit erfillt Ro die Invariante (iii). Die beiden Invarianten (i) und (ii)
folgen aus der speziellen Platzierung der Begrenzungsebenen zu Beginn der Konstruktion
von Te.

Durch Anwendung eines der nun beschriebenen Falle entstehen jeweils ein oder zwei
neue Rechtecke. Es wird gesagt, dass die jeweiligen Falle diese Rechtguiasiuzieren Fur
die folgenden Betrachtungen sei weiterhin o eine abkirzende Schreibweise flifax (R).

Fall 1: Imax(R) = i (R‘). Beide Seiten vonR in der Dimension imax liegen in Be-
grenzungsebenen. Es wird nun diejenige Begrenzungsebene in dieser Dimension gesucht,
die das Rechteck moglichst gut in zwei geometrisch gleich groye Hélften aufteilt. Liegt
diese Begrenzungsebene in einem Abstand von mindesteébnax(R) von den beiden zur
Begrenzungsebene parallelen Seiten vdR entfernt, so wird diese Ebene fiir die Aufteilung
verwendet (Fall 1a). Andernfalls wird R in der Dimensionimax in zwei gleich groye Halften
aufgeteilt (Fall 1b). Dieser Fall produziert genau zwei Rechtecke. Eine vereinfachte Dar-
stellung einer Aufteilung anhand dieses Falls wird durch Abbildung 4.6 gegeben.
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(a) Fall 1a (b) Fall 1b

Abbildung 4.6: Das auyere fett gedruckte Rechteck ist das aufzuteilende RechtedR. Die mittlere
fett gedruckte vertikale Linie ist die Aufteilungslinie, durch die R zerlegt wird. Die Begrenzungsebe-
nen werden durch gestrichelte Linien skizziert. Der Bereich zwischen den beiden langeren vertikalen
gepunkteten Linien stellt das mittlere Drittel von R in der Dimensionimax (R) dar. Durch den grau
schattierten Bereich wird das RechteckR® schematisch dargestellt.

Gilt Fall 1 nicht, so folgt aufgrund der zweiten Invariante

2

li (R() §|max(R):

Es liegt somit nur eine der beiden Seiten vorR in der Dimensionimax in Begrenzungsebe-
nen. Diese Begrenzungsebene sei nkit bezeichnet. Des Weiteren ist eine reelle Konstante
mit Wert ¢ = %. Der Grund fir diese spezielle Wahl vorc wird im Beweis zu Lemma 4.3.8
ersichtlich werden.

Fall 20 Imax(RY ¢ Imax (R). Gilt i, (RY  iImax (R) (Fall 2a), so wird R durch dieje-
nige Begrenzungsebene aufgeteilt, welche eine Seite vBAin der Dimensionimax enthélt
und nicht mit H Ubereinstimmt, vgl. Abbildung 4.7 (a). Ansonsten (Fall 2b) wird R durch
eine zuH parallele Hyperebene aufgeteilt. Um die Invarianten aufrecht zu erhalten, wird
diese Hyperebene in einem Abstand voy = % %)j Imax (RY zu H platziert, wobei j eine
ganze Zahl ist und so gewahit wird, das§ 2 (3Imax (R); lmax (R)] gilt, vgl. Abbildung 4.7
(b).

Der Fall 2b produziert nur das Rechteck, welche®R° enthalt. Das andere Rechteck wird
in diesem Aufteilungsprozess nicht weiter betrachtet und ist somit kein Knoten vonT..
Der Grund daflr ist, dass das zweite Rechteck die Invariante (i) nicht erfillt. Da dieses
jedoch vollstandig in einer Scheibe vorRy liegt, sind hdchstensjPj Punkte ausP in ihm
enthalten. Dadurch kann es in der zweiten Phase des Algorithmus 4.4 als Blatt ai
angehangt werden.

Fall 3: Imax (R9 < ¢l max (R). Aufgrund von ¢ = % und der fur das RechteckR giiltigen
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Abbildung 4.7:  Beschriftungen wie in Abbildung 4.6. Hinzu kommt das Rechteck (punktierter
Rand) in der linken unteren Ecke vonR mit Lange % Imax (R). In Fall 2a liegt eine Begrenzungs-
ebene im gekennzeichneten mittleren Bereich. In Falbb liegt keine Begrenzungsebene im mittleren
Bereich, jedoch existiert mindestens eine Begrenzungsebene, welche zwajedoch nicht das kleine
Rechteck (mit punktiertem Rand) schneidet. Ansonsten (Fall3) liegen alle Begrenzungsebenen im
kleinen Rechteck.

Invariante (iii) folgt, dass R%einen einzigen gemeinsamen Eckpuni& mit R teilt. Sei C ein
d-Wiirfel mit Lange 1(C) = 3Imax (RY, der RO enthalt und E als einen Eckpunkt besitzt.
Dieser Fall produziert das RechteckC, vgl. Abbildung 4.7 (c). Die Kante zwischenR und
C ist eine komprimierte Kante von T, die wahrend der Konstruktion von T%durch einen
Baum ersetzt wird, welcher aus einer Folge von fairen Schnitten hervorgeht.

Callahan [25] zeigt, dass die Invarianten (i) (iii) bei einer Aufteilung anhand der drei
obigen Falle erhalten bleibt:

4.3.4 Lemma ([25]). Sei R ein Rechteck, welches den drei obigen Invarianten (i) (iii)
genugt. Ein durch Anwendung einer der drei Falle produziertes Rechteck erfullt wieder die
drei Invarianten (i) (iii).
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Auf den Beweis dieses Lemmas soll hier verzichtet werden. Wie Govindarajaat al. [40] be-
merken, fuhrt eine direkte Konstruktion von T durch den obigen Aufteilungsalgorithmus,
der das RechteckRg rekursiv anhand der drei Falle aufteilt, nicht zu einem 1/O-e zienten
Verfahren. Stattdessen orientieren sie sich an dem parallelen Konstruktionsverfahren von
Callahan [25] und erstellen zunachst einen Obergraphe@, aus welchemT, anschlieyend
extrahiert wird. Die Groye dieses Obergraphen kann durch eine entsprechende Wahl der
Konstanten variiert werden, wodurch die e ziente Extraktion von T. gewdahrleistet wird.
Dieses Vorgehen wird hier Gbernommen.

Zur De nition des Obergraphen G sind zun&chst folgende Uberlegungen nétig: Nach
Callahan [25] und Govindarajanet al. [40] lassen sich die in den Féllen 1 3 verwendeten
Aufteilungshyperebenen jeweils durch zwei Begrenzungsebenen und konstant viele zusatzli-
che Informationen eindeutig beschreiben. Da alle Seiten des RechtedRg in Begrenzungs-
ebenen liegen, gilt dies auch fir alle Seiten voRg. Somit lasst sich jedes Rechteck aus.
pro Dimension durch zwei Begrenzungsebenen und konstant viele zusatzliche Informatio-
nen beschreiben.

Das Gegenteil muss nicht zutre en; es kann Rechtecke geben, die durch diese beschrank-
ten Informationen eindeutig beschrieben werden kénnen aber keine Knoten voR. sind.
Callahan [25] betrachtetalle Rechtecke, die durch die obigen beschrankten Informationen
eindeutig beschrieben werden kénnen und nennt slk@nstruierbare RechteckeDer Schliissel
Zu einem e zienten Verfahren wird durch das folgende Lemma gegeben, auf dessen Beweis
wiederum verzichtet wird.

4.3.5 Lemma ([25, 40]). Es gibtO(jPj?® )) konstruierbare Rechtecke.

Callahan [25] de niert den ObergraphenG wie folgt: Die Eckenmenge vonG besteht aus
allen konstruierbaren Rechtecken. Zwischen zwei RechteckeR; und R, welche beide
die Invarianten (i) (iii) erfillen, existiert eine gerichtete Kante (Rj;R32), wenn R, durch
Anwendung einer der drei obigen Falle au&k; produziert werden kann.

In dieser Arbeit wird die De nition dieses Obergraphen, dem sogenannteriProdukti-
onsgraphen weitgehend Gbernommen. Um zu gewahrleisten, dass kein Rechte€k mit

Erganzung zur obigen De nition gefordert, dass von einem RechteclR; nur dann Kan-
ten ausgehen, wenn es in keiner Dimension vollstandig in einer der zu dieser Dimension
gehorenden Scheiben liegt.

Der gesuchte BaumT, ist der kleinste Teilgraph von G, welcher alle vonR aus erreich-
baren Ecken enthalt. Da jede Ecke ausc hdchstens zwei ausgehende Kanten besitzt, ist
die Gesamtgroye des Graphel® linear in der Anzahl der konstruierbaren Rechtecke. Wird
nun fir die Konstante ein Wert aus [1 %; 1) gewahlt, so ergibt sich fir den Graphen
G nach Lemma 4.3.5 eine Gesamtgroye vo@(  jPj).
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Die e ziente Extraktion des Baums T, aus G kann mit Hilfe der time-forward proces-
sing-Technik realisiert werden. Um diese Technik anwenden zu kénnen, wird ein e zientes
Verfahren bendétigt, welches den GrapherG topologisch sortiert. Dies wird durch die fol-
gende Beobachtung erméglicht:

4.3.6 Beobachtung. SeienR1 und R» zwei konstruierbare Rechtecke. Existiert die Kante
(R1;R2) in G, sogilt L lj(R2) < Ly 1j(Ra).

Diese Eigenschaft vonG ermdéglicht eine topologische Sortierung desselben, indem die
Ecken in absteigender Reihenfolge bzgl. der Summen Uber ihre Seitenlangen sortiert wer-
den. Der Graph G lasst sich zudem durch die obige Beobachtung als ein gerichteter azy-
klischer Graph erkennen. Weiterhin ist leicht ersichtlich, dass der Teilgraphl; ein Baum ist.

Es wird nun der im Kontext des cache-obliviousModells e ziente Algorithmus zur Kon-
struktion von T, mit Hilfe des ObergraphenG beschrieben. Dieser Algorithmus besteht
aus den folgenden drei Schritten:

Schritt 1a: Berechnung der Begrenzungsebenen, durch die das Eingaberecht&gkin Schei-
ben unterteilt wird

Schritt 1b: Konstruktion des Produktionsgraphen G anhand dieser Einteilung

Schritt 1c: Extraktion von T, ausG

Schritt 1a: Berechnung der Begrenzungsebenen Das RechteckRg soll pro Dimen-
sion in Scheiben eingeteilt werden, die jeweils hochstefiBj Punkte ausP enthalten. Dazu

werden die Punkte ausP anhand ihrer i-ten Koordinate sortiert. Anschlieyend werden die
sortierten Punkte durchlaufen und die Begrenzungsebenenliste der Dimensidnerzeugt.
Ein Eintrag dieser Liste besteht aus einem reellen Wert, der eine Begrenzungsebene in
dieser Din]ensior}neindeutig beschreibt. Bei der Traversierung der Punkte wird fir jedes
=10y ijPPch
grenzungsebene platziert und der reelle Wert in die Begrenzungsebenenliste eingetragen,
welcher diese Ebene eindeutig beschreibt. Zudem werden zwei Begrenzungsebenen hinzu-

gefiigt, die die Seiten vonRg in der i-ten Dimension enthalten®

1 zwischen dem(j jPj )-tenund (j jPj +1)-ten Punkt eine Be-

5Sonderfalle der Punkteverteilung kénnen durch eine "-Scherung des Koordinatensystems behandelt
werden. Beim Erstellen der Begrenzungsebenenliste wird parallel auf zwei Listen zugegri en (die Liste der
Punkte und die Begrenzungsebenenliste). Dadurch kdnnte der aktuelle Block der Begrenzungsebenenliste
(in den geschrieben wird) aus dem internen Speicher verdréangt werden. Die im cache-oblivious-Modell
angenommene optimale Ersetzungsstrategie gewahrleistet jedoch, dass dieser Block im Speicher bleibt. Es
werden fir diesen Vorgang also h(‘jchstensO(NlB )+ O(scan(N)) (und nicht O(N? )+ O(scan(N)))
Speichertransfers benétigt.
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Durch diesen Vorgang entsteht also pro Dimension eine Liste von Begrenzungsebenen
und somit entstehen insgesamd dieser Listen. Dad konstant ist, benétigt dieser gesamte
Schritt O(d sort(jPj)) = O(sort(jPj)) Speichertransfers.

Schritt 1b: Konstruktion des Produktionsgraphen G Nach Lemma 4.3.5 liegt die
Anzahl der konstruierbaren Rechtecke inO(jPj?® ) O (p jPj) und die Eckenmenge
des zu erstellenden Graphe® besteht aus genau diesen Rechtecken. Jedes dieser Rechtecke
kann, wie oben beschrieben, pro Dimension eindeutig durch zwei Begrenzungsebenen und
konstant viele zuséatzliche Informationen dargestellt werden.

Die Knotenmenge vonG lasst sich durch verschachtelte Traversierungen der Begren-
zungsebenenlisten erstellen. Dazu wird zundchst eine Knotenliste mit leeren Eintrdgen
und passender Groye erstellt. Ein Eintrag dieser Liste ist ein3d-Tupel von der Form

den die beiden zur eindeutigen Identi zierung des Rechtecks nétigen Begrenzungsebenen in
der Dimensioni durch die Parameters; und si0 festgehalten. Die zusatzlich pro Dimension
i nétigen Informationen werden in dem Parameter ; gespeichert.

Das Fillen der Tupelliste mit Werten geschieht wie folgt: Die entsprechendes;-Werte
werden in die Liste eingeflgt, indem die Tupelliste und die Begrenzungsebenenliste der
ersten Dimension traversiert werden. Fur jeders;-Wert wird nun erneut die Begrenzungs-
ebenenliste der ersten Dimension durchlaufen und es werden entsprechersenerte in die
Tupelliste eingetragen. Fiir ein dadurch entstehendes Pag(s;; s§) tragt man alle in Frage
kommenden 1-Werte ein. Pro Tripel (s1;s?; 1) werden nun die Begrenzungsebenenlisten
der zweiten Dimension traversiert und dies,-Werte in die Tupelliste eingetragen. Auf diese
Weise fahrt man fort, bis die Werte aller 3d Dimensionen eingetragen sind. Der gesamte
Vorgang lasst sich durch einen verschachtelten Durchlauf realisieren, durch welchen die
Tupelliste einmal und die verschiedenen Begrenzungsebenenlisten mehrere Male traver-
siert werden. Da die Gesamtzahl der durch die Traversierung der Begrenzungsebenenlisten
gelesenen Elemente gleich der Anzahl der Elemente in der Tupelliste ist, entspricht der
Gesamtaufwand fur das Durchlaufen der Tupelliste und aller Begrenzungsebenenlisten ei-
ner zweimaligen Traversierung der Tupelliste. Nach Wahl von 1 % besteht diese
aus insgesamtO(jPj?® )y O (' jPj) Elementen. Somit benétigt dieser verschachtelte
Durchlauf héchstensO(scan(' jPj)) Speichertransfers.

Jeder Eintrag der entstandenen Liste enthélt eine vollstandige Darstellung eines kon-
struierbaren RechtecksR = [x1;x9] [X4; X3]. In Hinblick auf die Erstellung der
Eckenmenge vornG wird nun ein solcher Tupeleintrag um eine vollstandige Darstellung des
gréyten in R liegenden RechteckR° erganzt, dessen Seiten in Begrenzungsebenen liegen.
In dem 1/O-e zienten Algorithmus von Govindarajan et al. wird zur Umsetzung dieses
Schritts pro Dimension i ein bu er tree [6] Uber den Elementen der Begrenzungsebenen-
liste der Dimensioni konstruiert. Da der bu er tree nicht cache-obliviousist, wird hier
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jedoch eine andere Vorgehensweise gewahlt. Um jeden Tupeleintrag mit den entsprechen-
den Informationen zu erweitern, wird Gber alled Dimensionen iteriert und pro Dimension

i wie folgt verfahren: Durch eine Traversierung der Begrenzungsebenenliste deten Di-
mension lasst sich derjenige Eintragz; nden, welcher einen minimalen Abstand zux; hat
und die Bedingungz; x; O erfillt. Wahrend dieser Traversierung kann fiir x° analog
der Wert z; mit x? z, 0 und minimalem Abstand zu x? bestimmt werden.

Pro Dimension wird also zur Untersuchung eines RechteckR ein Durchlauf der Be-
grenzungsebenenliste dieser Dimension bendtigt. Insgesamt ergibt sich pro yptersuchtem

Rechteck fir alled Dimensionen ein Aufwand von hdchsten£(2d scan( bj‘PF}J c *t1)
O(_'=,can(jpjjPj 7+2) B (scan(ij1 ) O (scan(p iP])) Speichertransfers. DaG ins-
gesamt nur ausO(  jPj) konstruierbaren Rechtecken besteht, sind zur Erganzung aller

RechteckeR aus G um das entsprechende RechtecR?insgesamt héchsteng (scan(jPj))
Speichertransfers erforderlich.

Um die Kantenmenge des ProduktionsgrapherG zu konstruieren, missen fiir jedes
Rechteck R der schon erstellten Knotenmenge vorG héchstens zwei ausgehende Kanten
gefunden werden. Ein Eintrag in der Knotenliste vonG enthalt nach obigem Verfahren
eine vollstandige Darstellung eines Rechteck® und des dazugehorenden Rechteck’®
Durch diese Informationen kann ermittelt werden, ob vonR Kanten ausgehen oder nicht:

ner Begrenzungsebene geschnitten. Das RechteBkhat somit keine ausgehenden Kanten.
Ansonsten werden durch Anwendung eines der drei eingangs beschriebenen Félle Rugin
oder zwei Rechtecke produziert, flr welche entsprechende Kanten erzeugt werden missen.
Die durch einen Eintrag der Eckenliste vonG gegebenen Informationen reichen dabei aus,
um zwischen den Féllent; 2 und 3 zu unterscheiden. Ebenso ist anhand der Informationen
eine Fallunterscheidung der Falle2a und 2b méglich. Um die Falle 1a und 1b unterscheiden

zu kénnen, bendtigt man zusatzlich diejenige Begrenzungsebene, die das RechtBcln der
Dimensionimax (R) mdglichst gut in zwei geometrisch gleich groye Halften teilt. Diese Be-
grenzungsebene kann analog zu dem obigen Verfahren bestimmt werden: Dazu werden pro
RechteckR die Begrenzungsebenenlisten der Dimensiagax (R) durchlaufen und derjenige

. 0
Eintrag zz mit minimalem Abstand zu X';Xi ausgewabhlt. Die Erweiterung aller Rechtecke

um diese Information bendétigt demnach wiedeO(scan(jPj)) Speichertransfers. Anschlie-
yend kann die Kantenmenge mittels einer Traversierung der Knotenmenge voG erstellt
werden. Anstatt die Kantenmenge vonG separat zu speichern, wird bei der Erstellung
der Kantenmenge eine EckeR von G zu einem Tripel (R; R1;R2) bzw. (R; R1; null) bzw.
(R; null; null) erweitert, je nachdem, ob das RechteclR durch einen fairen Schnitt in die

"Der I/0-e ziente Algorithmus konstruiert zur Erweiterung aller Rechtecke um diese Informationen
erneut pro Dimension i einenbu er tree ber den Elementen der Begrenzungsebenenliste dei-ten Dimen-
sion.
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RechteckeR; und Ry bzw. in das RechteckR;1 bzw. nicht mehr zerlegt wird. Insgesamt
bendtigt die Erstellung der Kantenmenge demnactO(scan(jPj)) Speichertransfers.

Schritt 1c: Extraktion von Te Um den gesuchten TeilgraphenT, aus G extrahieren
zu konnen, wird G zunéchst mit Hilfe von Beobachtung 4.3.6 topologisch sortiert. Die
Ecken werden also in absteigender Reihenfolge bzgl. der Summen Uber ihre Seitenlangen
sortiert. Anschlieyend wird die Eckenmenge vonG durchlaufen und jeder Knoten mit
Ausnahme vonRg als inaktiv markiert. Der Knoten Rg wird als aktiv markiert. Mittels
der time-forward processingTechnik werden dann alle vonRg aus erreichbaren Ecken als
aktiv ummarkiert. Eine aktive Ecke bleibt bei diesem Vorgang aktiv und sendet durch ihre
ausgehenden Kanten eine Nachricht aktiviere an ihre direkten Nachfolger. Eine inaktive
Ecke, welche durch eine ihrer eingehenden Kanten die Nachricht aktiviere erhalt, wird als
aktiv ummarkiert und leitet die Nachricht durch ihre ausgehenden Kanten an ihre direkten
Nachfolger weiter.

Da der Graph G h(‘jchstensO(p jPj) Ecken besitzt, benétigt die topologische Sortie-
rung und die Anwendung dertime-forward processingTechnik insgesamtO(sort(' jPj))
Speichertransfers, vgl. Abschnitt 4.3.1.

Nach diesem Vorgang sind alle voiiry aus erreichbaren Ecken vort als aktiv markiert.
Durch eine weitere Traversierung der Eckenmenge voG kdnnen diese extrahiert werden.
Die dadurch entstehende Eckenmenge ist die Eckenmenge des gesuchten BaurasDie
Kanten von T. sind dabei implizit in den Ecken gespeichert.

Da alle Schritte zur Konstruktion von T, jeweils hochstengO(sort(jPj)) Speichertrans-
fers und O(“;—j) Speicherbldcke bendtigen, ergibt sich das folgende Lemma:

4.3.7 Lemma. Sei eine endliche nicht-leere Punktmeng® RY, eine Box Rg mit P
Ro und eine reelle Konstante 2 [1 %; 1) gegeben. Dann kann der Bauri aus Algorith-
mus 4.4 unter Verwendung vorO(jBﬂ) Speicherblocken mitO(sort(jPj)) Speichertransfers
konstruiert werden.

Konstruktion von T

Mit Hilfe des in der vorherigen Phase berechneten Baums; soll in dieser Phase der Baum
T%%aus Algorithmus 4.4 berechnet werden. Der BaunT ®°kann durch die folgenden Schritte
konstruiert werden:

Schritt 2a: Wahrend der Konstruktion von T wurde bei einer Aufteilung durch den Fall2
eines der beiden Rechtecke nicht weiter betrachtet, da es die Invariante (i) nicht
erflllt hat. Jedes dieser Rechtecke enthélt hdchstenj®j Punkte ausP, daesin
mindestens einer Dimension vollstandig in einer zu der Dimension gehdrenden
Scheibe liegt. Diese Rechtecke werden in diesem Schritt an den Baum als
Blatter angehangt. Der resultierende Baum wird mit TS bezeichnet.
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Schritt 2b: Jeder Punkt aus P liegt entweder in einem Blatt von T, oder in einer Region
RnC zwischen zwei RechteckeR und C wobei(R; C) eine komprimierte Kante
von T¢ ist.® Die Punkte ausP werden in diesem Schritt auf die Rechtecke bzw.
Regionen verteilt.

Schritt 2c: In diesem Schritt werden alle komprimierten Kanten vonT; expandiert. Jede
komprimierte Kante (R;C) von TS wird jeweils durch einen BaumT(R;C)

vorgeht. Der entstehende Baum istT %°

Schritt 2a: Anhéangen fehlender Blatter Um die durch den Fall 2 verworfenen Recht-
ecke als Blatter an den BaumT. anzuhéngen, wird die Knotenliste vonT. durchlaufen.
Jeder Knoten der Form (R; R1;null) wird dabei durch den Knoten (R;R1;R2) ersetzt,
wobei sichR, = R nR1 aus den in dem Knoten(R; R1; null) gespeicherten Informationen
berechnen lasst. Des Weiteren wird ein Knoten der Forn{R2; null; null) zur Knotenmenge
von T hinzugefiigt. Da an jeden Knoten hdchstens ein neues Kind angehangt wird, hat
der entstehende BaumT; ebenso wieT, eine Gréye vonO(' jPj). Der gesamte Schritt
benétigt somit héchstensO(scan( jPj)) Speichertransfers.

Schritt 2b: Verteilung der Punkte aus P Um die Punkte auf die Blatter von T
bzw. auf die durch die komprimierten Kanten von T de nierten Regionen zu verteilen,
wird das RechteckRg zuerst in Zellen partitioniert. ® Anschlieyend wird jeder Punkt ausP
mit derjenigen Zelle markiert, die ihn enthélt. Durch diese Markierung eines jeden Punktes
kann die Verteilung auf die Blatter bzw. Regionen e zient berechnet werden.

Die Partitionierung des RechtecksRg in Zellen wird durch diejenigen Hyperebenen
vollzogen, welche als Grenzen fur die konstruierbaren Rechtecke auftreten. Eine Zeleist
dabei ein halbo enes Rechteck der FornZ = [hy; h?) [ha;hY)  RY und wird durch

der Begrenzungsebenenliste der Dimensionist. Besitzt eine Zelle Z = [hy;h?)

[ha;hd)  RY einen maximalen Werth? (1 j  d), so wird der oene Rand dieser
Zelle hinzugenommen, d.h. die Zelle zZ = [hy;h?) WHLY [he;hY) R
erweitert (es kdnnen natirlich mehrere Rander hinzugenommen werden). Die Anzahl der
entstehenden Zellen lasst sich analog zur Anzahl der konstruierbaren Rechtecken begrenzen:
Pro Dimension kann eine Zelle eindeutig durch Angabe einer der obigen Hyperebenen

8Die Punkte kénnen auch auf den Réndern der Rechtecke bzw. der Regionen liegen. Bei der Verteilung

der Punkte wird darauf geachtet, dass jeder Punkt nur einem Rechteck bzw. einer Region zugeordnet wird.
°Der I/0-e ziente Algorithmus bearbeitet diese Verteilung der Punkte mit Hilfe von speziellen Anfragen

an eine Datenstruktur namens topology bu er tree [59]. Hier wird die Verteilung der Punkte mit Hilfe einer
Partitionierung der Rechtecke bzw. Regionen in Zellen umgesetzt, die auf der Arbeit von Callahan [25]
basiert.
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beschrieben werden. Da die Anzahl der Hyperebenen pro Dimension durcﬂi)(ij1 )
beschrankt ist, existieren folglich insgesamt h(‘jchstenQ(ijd(1 )) O (' jPj) Zellen.

Berechnung der Eckenmenge vos mit O(scan(' jPj)) Speichertransfers erstellt werden.
Um die Punkte ausP auf die Zellen zu verteilen, werden pro Dimension die Punkte aus
P und die Eintrage der gerade erstellten Liste bzgl. der-ten Koordinate sortiert. Ein Punkt
p 2 P liegt in genau einer ZelleZ. Eine Traversierung beider Listen ermdglicht es somit,
jeden Punkt ausP mit einem entsprechenden Werth; zu markieren. Nach Bearbeitung aller

die Zelle, in der er liegt, eindeutig beschrieben wird, vgl. Abbildung 4.8 (a). Dal konstant
ist, bendtigt die Markierung aller Punkte insgesamtO(sort(jPj)) Speichertransfers.
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(a) Verteilung von Punkten auf eine Zelle (b) Verteilung von Zellen auf eine Region

Abbildung 4.8:  Verteilung von Punkten auf Zellen bzw. Verteilung von Zellen auf Rechtecke und
Regionen.

Um jede Zelle mit dem Blatt bzw. der Region zu markieren, in dem bzw. in der sie liegt,
wird die Knotenliste von T/ traversiert. Fur jedes traversierte Blatt bzw. jede komprimierte
Kante wird die Liste der Zellen durchlaufen. Liegt eine Zelle in dem Rechteck bzw. in der
durch die komprimierte Kante beschriebenen Region, so wird die Zelldarstellung um diese
Information erganzt, vgl. Abbildung 4.8 (b). Ein Blatt bzw. eine komprimierte Kante kann
jeweils wahrend der Traversierung mittels der impliziten Speicherung der Kantenmenge
von T; erkannt werden. Da sowohl die Gréye vonT; als auch die Anzahl der Zellen
durch O( jPj) begrenzt ist, benétigt die verschachtelte Traversierung insgesamt hdchstens
O(scan(jPj)) Speichertransfers.

Die Punkte kénnen nun auf die Blatter bzw. Regionen verteilt werden: Sowohl die
um die jeweilige Zelldarstellung erganzten Punkte au$ als auch die Eintrage der Liste
der Zellen werden dazu lexikographisch sortiert. Durch eine Traversierung beider Listen
kann dann ein Punkt um die Darstellung des Blatts bzw. der Region erganzt werden, in
dem bzw. in der er liegt. Ein Punkt p wird also zu einem Tupel(p; R; null) bzw. (p;R; C)
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erweitert, wenn er in einem RechteckR bzw. in einer durch eine komprimierte Kante(R; C)
beschriebenen Region liegt.

Ein letzter Sortierschritt ermdglicht es, jedes Blatt R bzw. jede komprimierte Kante
(R;C) von T¢ mit den Punkten zu markieren, die dem Blatt bzw. der komprimierten Kante
zugeordnet wurden: Beide bzgl. der Rechtecke sortierten Listen werden dazu traversiert.
Bei dieser Traversierung wird fir den Baum eine neue Liste von Tupeln erstellt, wobei ein

Ry Ry

(R1;Rz; Ra) 0 (R1;R2; R3) N

(Rz; null; null ) R . o (Ra;null;null;p1) Ry . o
(Rs; Rg; null) . (Rs; Ry; null; p) .
(Rg;null;null) ®) R (Rs;Ra;nullips) ®) Ry

P (Rg; null; null; p 4) bs
@ o P4 @ o Pa
Rs Ry R: Rs Rs R,

(@) (b)

Abbildung 4.9: Erweiterung der Tupelliste

Der bis zu diesem Zeitpunkt erstellte Baum wird also durch eine Liste von Tupeln
dargestellt, welche insgesamO(%) Speicherblocke belegt. Der gesamte Schritt bendtigt
O(sort(jPj)) Speichertransfers.

Schritt 2c: Komprimierte Kanten expandieren Um die komprimierten Kanten von
T& zu ersetzen, simulieren Govindarajaret al. [40] eine Phase des sequentiellen Algorith-
mus aus Abschnitt 4.2. Sie ersetzen dabei eine komprimierte KantéR;C) durch einen
Baum T(R;C). Der Baum T(R;C) besteht aus einem Pfad vonR nach C, wobei jeder
innere Knoten als zuséatzliches Kind ein Blatt besitzt. Durch die Ersetzung jeder kompri-
mierten Kante (R;C) aus T; entsteht der Baum T Dieses Vorgehen zur Konstruktion
von T%wird hier ilbernommen.

Die Ersetzungsprozedur Zu einer komprimierten Kante (R;C) wird der Baum
T(R; C) mit Hilfe der folgenden ProzedurDecompressEdge konstruiert, welche begin-
nend mit R = R solange ausgefihrt wird, bisR mit C Ubereinstimmt: Gilt Inax (R) >
3I(C), so wird das RechteckR durch diejenige Hyperebene in zwei RechteckB; und R»
gleicher Groye zerlegt, die senkrecht zurmax (R)-ten Koordinatenachse steht. Ansonsten
teilen R und C in der Dimensionimax (R) eine gemeinsame Seite. Sei darth diejenige Hy-
perebene, welche die andere Seite vaD in der Dimensionimax (R) enthalt. Das Rechteck
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R wird dann mittels H in zwei RechteckeR; und R, aufgeteilt. In beiden Fallen seiR;
das Rechteck der beiden, welche€ enthalt. Gilt R; 6 C, so wird das RechteckR = R,
iterativ weiter aufteilt.

4.3.8 Lemma. Die obige Prozedur DecompressEdge halt die folgenden Invarianten
aufrecht:

() For jedes i 2f 1;:::;dg gilt entwederl;(R) %I(C) oder I;(R) = 1(C).
(I) Das Rechteck R ist eine Box.

Beweis. Das RechteckR = R ist eine Box, da es die Invariante (iii) im Algorithmus zur
Konstruktion des Baums T, erfillt. Aufgrund der speziellen Wahl der Konstanten c (siehe
Fall 3) und Imax(R)  3lmin (R) folgt weiterhin I(C) = 3lmax(RY < 3 Llmax (R)
Zlmin (R) und somit [i(R)  3I(C) fur i = 1;:::;d. Die Invarianten (I) und (ll) sind
demnach fur das StartrechteckR erflillt.

Sei nun ein RechteckR 6 R gegeben, welches durch Zerlegung eines RechtedRs
hervorgegangen ist. DasR die Invariante (1) erfillt, folgt direkt aus der Fallunterscheidung,
anhand derer das Rechteck? aufgeteilt wurde. Um die Invariante (1) fir das Rechteck
R zu veri zieren, kann induktiv angenommen werden, dass das RechtecR die beiden
Invarianten erfiillt. Da das Rechteck R in der Dimension imax (R) aufgeteilt wurde, gilt
3i(R) = 31i(R)  Imax(R)  Imax(R) fir i 6 imax (R). Um zu zeigen, dassR eine Box
ist, muss noch3li(R)  Imax(R) fir i = imax(R) bewiesen werden. WurdeR in zwei
gleich groye Halften aufgeteilt, so ist die Behauptung o ensichtlich, da3limax (,Q)(R)
Imax (R)  Imax (R) gilt. Ansonsten kann auslmax (R)  3I(C), der fir das RechteckR
giiltigen Invariante (I) und R 6 C () Imax (R) >1(C)) die Ungleichung

1 2

3mac(R) 1(C)  Zlmax (R):
gefolgert werden. Somit gilt auch in diesem Fall3|imalx (Q)(R) Imax (R)  Imax (R). Das
RechteckR erfillt also auch die zweite Invariante.

Die Terminierung der Prozedur DecompressEdge ist o ensichtlich. Aus den obigen

Betrachtungen folgt weiterhin, dass es sich bei den Zerlegungen um faire Schnitte han-
delt und dass alle entstehenden Rechtecke Boxen sind. Somit ergibt sich unter anderem
R C, d.h. die Existenz einer durch faire Schnitte entstehenden Sequenz von Rechtecken

Der Baum T (R; C) wird wahrend des Aufteilungsprozesses wie folgt erstellt: Die Wurzel
von T(R; C) ist das RechteckR. Enthélt das Rechteck R, bei einer der obigen Zerlegungen
eines Rechteckd®k mindestens einen Punkt, so werden die Punkte auB nC auf die beiden
RechteckeR; und R, verteilt, R; und R, als Kinder an den Knoten R angehangt, und
es wird der Prozess mitR; fortgesetzt. Andernfalls wird der Knoten R durch R; ersetzt
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und der Prozess mitR; fortgefiihrt. Eine vereinfachte Darstellung der Ersetzung einer
komprimierten Kante (R;C) durch den Baum T(R; C) wird in Abbildung 4.10 gegeben.

(a) (b)

Abbildung 4.10:  Ersetzung einer komprimierten Kante (R; C) durch den Baum T(R;C).

E ziente Umsetzung der Ersetzungsprozedur Es wird nun die hinsichtlich des
cache-obliviousModells e ziente Umsetzung der ProzedurDecompressEdge , d.h. die im

C, beschrieben. Die Kante(R; C) wurde durch den (vorherigen) Schritt 2a um diejenigen
Punkte erganzt, die in der RegionR n C liegen. Diese Punkte bzw. Kopien dieser Punkte

gespeichert. Um ein RechtecIR in der Dimensionimax = imax (R) in die beiden Rechtecke
R1 und Rz aufzuteilen, wird anschlieyend die Listel;,,, von dem zum RechteckR, geho-

renden Ende der Liste aus bis zum ersten Auftreten eines Punktes al®; durchlaufen 10

Wird dabei kein Punkt aus R traversiert (dann enthalt R, keinen Punkt ausR nC), so

wird das RechteckR in T(R;C) durch R; ersetzt. Ansonsten werden die beiden Knoten
R1 und R, an R angehangt, die traversierten Punkte aus der Listd_; ., entfernt und die

geldschten Punkte zu dem BlattR, hinzugeflgt.

In beiden Fallen wird, wenn Ry 6 C gilt, der Aufteilungsprozess mit Ry fortgefthrt.
Zuvor mussen jedoch die aus der Listd; , entfernten Punkte auch aus den ListenL;
mit i 6 imax entfernt werden. Da die Punkte in diesen Listen in beliebiger Reihenfolge
gespeichert sein kdnnen, ware das Entfernen der Punkte an dieser Stelle jedoch ine zient.
Stattdessen wird eine Traversierung einer Listel; bei einer der folgenden Zerlegungen
wie folgt erweitert: Bei jedem traversierten Punkt wird getestet, ob dieser in dem aktuellen
RechteckR3 liegt. Liegt der Punkt in R, so wird er wie oben beschrieben aus der aktuellen
Liste geloscht und zu dem Blatt R, hinzugefiigt. Ansonsten liegt der Punkt inR nR und
wurde somit schon in einem vorherigen Schritt zu einem Blatt hinzugefligt. Ein solcher
Punkt wird ohne weitere Aktionen ausL; entfernt.

¥Das entsprechende Ende kann mit Hilfe des RechtecksC ohne weitere Speichertransfers identi ziert
werden.
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Insgesamt wird eine Liste durch die obigen Traversierungen nur einmal durchlaufen.

chertransfers benétigt. Die Ersetzung aller komprimierten Kanten vonT; bendétigt dann
insgesamtO(sort(jPj)) Speichertransfers: Bei jeder Ersetzung einer komprimierten Kante
(R; C) durch einen Baum T(R;C) mussen die Punkte ausR n C zuerst sortiert werden.
Die durch diese Sortierung entstehenden Listen werden anschlieyend bei der Erstellung des
Baums T (R; C) insgesamt einmal traversiert. Jeder der Punkte au$ nimmt also bei der
Ersetzung aller komprimierten Kanten insgesamt an konstant vielen Sortierschritten teil.
Die Ersetzung aller komprimierten Kanten vonT; verursacht somit hochstengO(sort(jPj))
Speichertransfers.

Die Groye des durch das obige Verfahren konstruierten Baums ®betragt O(jPj):
Die Groye des BaumsT; betragt, wie oben beschrieben,O(p jPj). Bei der Ersetzung
einer komprimierten Kante (R; C) durch den Baum T(R; C) werden pro Aufteilung eines
RechtecksR in zwei RechteckeR; und Ry nur dann zwei neue Knoten hinzugefugt, wenn
das RechteckR, mindestens einen Punkt enthélt. Durch die Ersetzung der komprimierten
Kanten in T kdnnen somit hchstengO(jPj) neue Knoten hinzukommen. Insgesamt belegt
die Knotenliste des Baums demnach hdchsten@(%) Speicherblécke.

4.3.9 Lemma. Sei eine endliche nicht-leere Punktmeng® RY, eine Box Ry mit P
Ro und eine reelle Konstante 2 [1 ;1) gegeben. Dann kann der Baurit aus Algorith-
mus 4.4 unter Verwendung vorO(jBﬂ) Speicherblocken mitO(sort(jPj)) Speichertransfers
konstruiert werden.

Konstruktion von  TO

Um den unvollstandigen fairen Schnittbaum T%von P aus T%zu erstellen, miissen inT %°
alle Knoten R mit R\ P = ; entfernt und alle Wege, die aus Knoten vom Grad? bestehen,
komprimiert werden. Dazu wird die Knotenmenge vonT ®traversiert. Wahrend der Tra-
versierung kann jedes Blatt, welches keine Punkt enthalt, identi ziert und als entfernen
markiert werden. Enthélt das Blatt Punkte aus P, so erhélt es behalten als Markierung.
Mittels der time-forward processingTechnik kann T%anschliejend von den Blattern
aus zur Wurzel hin traversiert werden. Existiert zwischen zwei KnotenR; und R, aus
T%eine Kante (R1;R>), so gilt P jdzl lj(R2) < P jd:1 lj (Ry). Die fur die Anwendung der
Technik bendétigte topologische Sortierung der Knoten kann also wie zuvor durch einen
Sortierschritt erstellt werden, der die Knoten in absteigender Reihenfolge bzgl. der Summen
Uber ihre Seitenl&ngen sortiert. Bei der von den Blattern ausgehenden Traversierung kann
dann jeder Knoten mit behalten , zusammenziehen oder entfernen markiert werden, je
nachdem ob keins, eins oder beide seiner Kinder mit entfernen markiert sind. Zusatzlich
wird jeder Knoten, welcher nicht als entfernen markiert ist, mit einem Knoten K (R)
markiert. Dabei gilt K(R) = R, wenn R selbst als behalten markiert ist. Ansonsten
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gilt K(R) = K (RY, wobei R® dasjenige der beiden Kinder vonR ist, welches nicht die
Markierung entfernen tragt. Wahrend dieses Vorgangs konnen die KindeiR1 und R
eines jeden als behalten markierten Knotens durch die entsprechenden Nachfolgen(R1)
und K (R») ersetzt werden.

In einem letzten Schritt werden alle als behalten markierten Knoten aus der Knoten-
menge vonT Pextrahiert. Da die Kanten implizit in den Knoten gespeichert sind, ist das
Ergebnis dieser Extraktion der gesuchte Bauni % Die Konstruktion von T mit Hilfe des

Baums T°°ben('jtigt somit insgesamtO(sort(jPj)) Speichertransfers. Weiterhin belegt die
N
iPj
Der konstruierte Baum TP erfiillt alle an einen unvollstéandigen fairen Schnittbaum ge-

Knotenliste von T?hdchstensO(-X-) Speicherblécke.

stellten Bedingungen: Fir einen Knotenv sei R(v) das in dem Knoten v gespeicherte
Rechteck. Die durch einen Knotenv dargestellte Menge (v) liegt vollstandig in R(v). An-
hand des Konstruktionsverfahren Iasst sich erkennen, dass die Knoten vai® die an einen
unvollstandigen fairen Schnittbaum gestellten Bedingungen erfillen; insbesondere sind alle
Rechtecke mit Ausnahme des Startrechtecks durch faire Schnitte entstanden. Sequenzen
der Form R RO kénnen durch das Expandieren von komprimierten Kanten und durch
das Entfernen leerer Blatter im letzten Schritt des gesamten Verfahrens entstehen. Da
fur jedes Blatt v das RechteckR(v) in einer Dimension vollstandig in einer Scheibe liegt,
gilt j (v)j j Pj . Damit ist das Lemma 4.3.3 bewiesen.

Da jeder faire Schnittbaum nach Lemma 4.3.1 auch ein fairer Aufteilungsbaum ist, er-
gibt sich das folgende Korollar:

4.3.10 Korollar. ~ Sei eine endliche nicht-leere Punktmeng®  RY gegeben. Dann kann
unter Verwendung vonO(jg—j) Speicherblocken miD(sort(jPj)) Speichertransfers ein fairer
AufteilungsbaumT von P berechnet werden.

Fur eine endliche nicht-leere PunktmengeP RY |asst sich also mittels der Funktion
FairCutTree  unter Verwendung von O(‘%‘) Speicherblécken undO(sort(jPj)) Speicher-
transfers ein fairer Schnitt- bzw. fairer Aufteilungsbaum T von P berechnen. Fir das im
Folgenden beschriebene im Kontext desache-obliviousModells e ziente Konstruktions-
verfahren einer WSPD vonP muss jeder Knotenv eines solchen Baums noch um das
zugehdrige BegrenzungsrechtecR( (v)) erganzt werden. Diese Erweiterung kann erneut
mit Hilfe der time-forward processingTechnik realisiert werden: In jedem Knotenv von T
ist das RechteckR(v) gespeichert. Fir einen (von der Wurzel verschiedenen) Knotew aus
T gilt weiterhin ~ L 1j(R(v)) < ™, Ij(R(p(v))) . Die Knoten aus T konnen also wieder
topologisch sortiert und anschlieyend von den Bléattern aus zur Wurzel hin durchlaufen
werden. Das Begrenzungsrechteck eines Blatisaus T mit (v) = fpg;p 2 P; besteht aus
dem Punkt R( (v)) = p. FUr einen inneren Knotenv mit Kindern v; und v» ist das Begren-
zungsrechteckR( (v)) das kleinste Rechteck, welcheR( (v1)) und R( (v2)) enthalt. Die
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Begrenzungsrechtecke kénnen somit wahrend dieser Traversierung e zient erstellt werden.
Der gesamte Vorgang benétigtO(sort(jPj)) Speichertransfers.

4.3.3 Konstruktion einer WSPD

In diesem Abschnitt wird ein hinsichtlich des cache-obliviousModells e zienter Algorith-
mus beschrieben, der mit Hilfe eines vorliegenden fairen Aufteilungsbaumk einer end-
lichen nicht-leeren PunktmengeP RY eine WSPD von P bzgl. eines Wertess 2 R*
berechnet. Der im Folgenden beschriebene Algorithmus stimmt zwar mit dem Algorithmus
von Govindarajan et al. [40] zur Konstruktion einer WSPD im I/O-Modell tberein, soll
jedoch an dieser Stelle der Vollstandigkeit halber kurz beschrieben werden:
Sei dazu eine endliche nicht-leere Punktmenge  RY und ein fairer Aufteilungsbaum

T von P gegeben. Aufgrund der obigen Bemerkung kann angenommen werden, dass in
jedem Blatt v von T die Koordinaten des Punktesp 2 P mit (v) = fpg und in jedem
inneren Knoten v das BegrenzungsrechtecR( (v)) gespeichert sind. Analog zu Abschnitt
4.2.1 wird jedes Paarf A; B g der zu berechnenden Realisation durch Knotew;w 2 T mit

(v) = Aund (w) = B und nicht explizit durch die Punkte aus den MengenA;B P
dargestellt. Die berechnete RealisationrR wird also insgesamt durch eine MengdRt =

Der Algorithmus zur Konstruktion einer WSPD simuliert die Berechnung einer bzgl.s
scharf getrennten Realisation vorP P mittels der Funktion ComputeWSR (Algorithmus
4.2) aus Abschnitt 4.2.1. Die Simulation besteht aus der Traversierung eines Graphe@
mit Hilfe der time-forward processingTechnik. Nach Govindarajan et al. [40] liegt die
Schwierigkeit bei Anwendung dieser Technik darin, dass die Kantenmenge vda nicht im
Voraus erstellt werden kann.

Der Graph G, dessen Traversierung zur Simulation der Berechnungen vo@ompu-
teWSR (Algorithmus 4.2) genutzt wird, ist wie folgt de niert: Die Eckenmenge von G
stimmt mit der Knotenmenge des fairen AufteilungsbaumsT Uberein. Fir zwei Knoten vy
und v, existiert in G eine gerichtete Kante vonv; nach v,, wenn es in einem Berechnungs-
baum T (f v;wg) mit fv;wg 2 R (siehe Abschnitt 4.2.1) zwei Knoten(vy;wi) und (vo; wy)
gibt, so dass(v1;w1) der Vaterknoten von (vo; wy) ist. Govindarajan et al. zeigen fur den
so de nierten Graphen die Gultigkeit des folgenden Lemmas, auf dessen Beweis verzichtet
wird.

4.3.11 Lemma ([40]). Der Graph G ist ein gerichteter azyklischer Graph.

Die Berechnung einer WSPD vonP mittels der Funktion ComputeWSR simulieren Go-
vindarajan et al. wie folgt: Eine Traversierung der Eckenmenge vois ermdglicht es, jedes
Paar der Form fv;wg 2 R;w v (siehe Algorithmus 4.2), in der Eckev 2 G zu spei-
chern. Anschlieyend wird die auf diese Weise veranderte Eckenmenge v@nin topologisch
sortierter Reihenfolge durchlaufen. Fir jeden Knotenv 2 G werden dabei die in dem
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Knoten gespeicherten Paare traversiert. Bei jedem traversierten Paafrv; wg;w  v; wird
gepruft, ob (v) und (w) scharf getrennt sind. Ist dies der Fall, so wird das Paaf v; wg

zu der MengeR T hinzugefiigt. Andernfalls seien(v® w9 und (vV®°w° die beiden Kinder
des Knotens(v;w) in dem Berechnungsbaum, der den Knoteifv; w) enthélt (zu dem Kno-
ten (v;w) gibt es genau einen entsprechenden Berechnungsbaum). Nach De nition vda
existieren in G Kanten der Form (v;v9 und (v;v%, da es in dem obigen Berechnungsbaum
Kanten von der Form ((v;w); (v®w9) und ((v;w); (v®w°) geben muss. Somit kann das
Paar fv®w% entlang der Kante (v;v9 und das Paarfvow entlang der Kante (v;v°
gesendet werden, um diese Paare zu den Mengen hinzuzufiigen, die jeweils in den Knoten
vObzw. v®gespeichert sind.

Anstatt die Kantenmenge von G im Voraus zu berechnen, wird diese wahrend des
Ablaufs des im Folgenden beschriebenen Algorithmus erstellt. Die Kantenmenge vo@
muss also fir die obige Traversierung nicht von Anfang an vorliegen. In einem Vorverar-
beitungsschritt des Algorithmus wird die Knotenmenge vonT wie folgt erweitert: Zuerst
wird eine Postorder-Nummerierung der Knoten vonT berechnet. Anschlieyend werden die
Knoten bzgl. der durch die Postorder-Nummerierung de nierten  -Relation sortiert. Je-
dem Knotenv 2 T wird dadurch eine Nummer (v) zugeordnet, die dessen Position in
der sortierten Folge der Knoten beschreibt. Zusatzlich werden in jedem inneren Knoten
v 2 T die Nummern (v1) und (v2) seiner beiden Kindervy und v, gespeichert. Zuletzt
erfolgt eine Sortierung der Knoten, bei welcher diese in absteigender Reihenfolge bzgl. ih-
rer zugehdrigen Nummern sortiert werden. Der Wurzelknoterr von T be ndet sich nach
diesem Sortierschritt am Anfang der Knotenliste. Die Vorverarbeitungsphase verursacht
insgesamt hdchsten€O(sort(jPj)) Speichertransfers, da die Berechnung einer Postorder-
Nummerierung und das Kopieren der Nummern (v) eines Knotensv aus T in den Vater-
knoten von v mit Hilfe der time-forward processingTechnik realisiert werden kénnen, vgl.
Govindarajan et al. [40]. Des Weiteren wird die Knotenmenge vori zweimal sortiert, was
ebenfalls hochsten(sort(jPj)) Speichertransfers verursachen kann.

Nach diesem Vorverarbeitungsschritt wird der GraphG traversiert. Dazu wird die Li-
ste der Knoten von T durchlaufen. Fir jeden inneren Knoten ausT mit Kindern v und
w, w Vv, wird bei dieser Traversierung ein Paar(v;w) mit Prioritat (v) in eine Prio-
ritditswarteschlange Q eingefiigt. Nachdem alle Knoten in die PrioritatswarteschlangeQ
eingefugt wurden, werden die Knoten ihrem Auftreten nach bearbeitet und fir jeden Kno-
ten v alle Paare der Form(v;w) aus Q entfernt. FUr jedes Paar (v; w) wird dabei getestet,
ob (v) und (w) scharf getrennt bzgl.s sind. Ist dies der Fall, so wird das Paarn(v; w) der
Menge Rt hinzugefugt. Sind die Mengen nicht scharf getrennt, so besitzt¢ zwei Kinder
vi und vo. Gilt  (vq) > (w), so wird ein Paar (v1; w) mit Prioritdét  (v1) in die Priori-
tatswarteschlangeQ eingefligt. Andernfalls wird das Paar(w;v1) mit Prioritdt  (w) in Q
eingefugt. Auf die gleiche Weise wird mit dem zweiten Kindv, von v verfahren. Dieses Vor-
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gehen entspricht dem Senden der Paarév;; wg und fv,; wg entlang der entsprechenden
Kanten von G.

Wie Govindarajan et al. [40] bemerken, ist der obige Algorithmus eine standardmayige
Anwendung der time-forward processingTechnik bis auf den Unterschied, dass jede Ecke
ihre direkten Nachfolger mittels der Informationen erzeugt, die sie durch ihre eingehenden
Kanten erhdlt. Fur eine mittels einer Eckev erzeugte Eckew gilt (v) > (w). Somit wird
jedes Paar der Form(v;w) zur Ecke w geschickt, bevor diese bearbeitet wird.

Alle Paare, die in die PrioritdtswarteschlangeQ eingefuigt bzw. entfernt werden, korre-
spondieren mit Knoten in Berechnungsb&umen. Jedes dieser Paare wird héchstens einmal
eingeflgt und einmal geldscht. Da die Groyealler Berechnungsbdume hochsten®(jPj)
betragt (siehe Abschnitt 4.2.1), ist die Anzahl der insgesamt benétigten Operationen auf
der Prioritatswarteschlange durchO(jPj) begrenzt. Somit kann die Simulation der Funk-
tion ComputeWSR durch die Traversierung des GraphenG mit Hilfe von hdchstens
O(sort(jPj)) Speichertransfers realisiert werden. Nach Korollar 4.3.10 kann ein fairer Auf-
teilungsbaum von P mit O(sort(jPj)) Speichertransfers berechnet werden. Es ergibt sich
also das folgende Theorem:

4.3.12 Theorem. Sei eine endliche nicht-leere PunktmengP RY und eine Konstante
s 2 R* gegeben. Dann kann unter Verwendung vda(%) Speicherblocken miO(sort(jPj))
Speichertransfers eine WSPD vorP linearer Gréye berechnet werden.
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Kapitel 5

Konstruktion dinner
Spanner-Graphen

Dieses Kapitel handelt von im Kontext des RAM-, 1/0O- und cache-obliviousModell e -
zienten Verfahren zur Konstruktion sogenannter dinn besetztert-Spanner fir endliche
Punktmengen aus denRY. Wesentlicher Bestandteil aller Konstruktionsverfahren ist dabei
die im vorherigen Kapitel beschriebene WSPD-Datenstruktur.

In Hinblick auf diese Konstruktionsverfahren werden in Abschnitt 5.1 zunéchst einige
Begri e eingefiuhrt. In Abschnitt 5.2 wird anschlieyend ein allgemeines Verfahren zur Kon-
struktion von speziellen Spanner-Graphen beschrieben, welches unmittelbar zu e zienten
Algorithmen im RAM-, 1/0O- und cache-obliviousModell fihrt. Der e ziente RAM- und
der e ziente 1/O-Algorithmus werden in Abschnitt 5.3 kurz erlautert. Der im Kontext des
I/O-Modells e ziente Algorithmus l&sst sich direkt in das cache-obliviousModell Gbertra-
gen. Diesercache-obliviousAlgorithmus wird in Abschnitt 5.4 ausfihrlich beschrieben.

5.1 Vorbemerkungen

Ein ungerichteter Graph G = ('S; E) wird als geometrischer Graphbezeichnet, wenn die
EckenmengeS eine endliche Punktmenge aus derR? ist. Weiterhin wird ein gewichteter
geometrischer GraphG = ( S; E), bei dem das Kantengewichtw(e) einer Kantee = fp;ag 2
E dem euklidischen Abstandd(p; g) der beiden Endpunkte entspricht, als eineuklidischer
Graph bezeichnet. In einem euklidischen Graphen wird didénge eines Wegegop: : :: Pk
nicht durch die Anzahl k der Kanten sondern durch die Summe

K 1
d(pi; pi+1)

i=0
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(@ 4(G)=1 (b) 4(G)=7 (0)4(G)=p§

Abbildung 5.1:  Drei euklidische Graphen mit Eckenmengen aus denR? und jeweils zugehoriger
Dilatation 4 (G)

der Kantengewichte seiner Kanten de niert. Weiterhin ist fiir einen euklidischen Graphen
G = (S;E) die Graphdistanz (p;q zweier Eckenp;g2 S als die Lange des kiirzesten
Weges inG von p nach g de niert, d.h.

K1

c(p;q = d(pi; pi+1);
i=0

falls in G ein Weg von p nach q existiert und pop1:::px ein solcher Weg mit minimaler
Lange ist bzw.

c(p;g=1;
falls in G kein Weg von p nach q existiert.

Seit 1 eine reelle Konstante. Ein euklidischer GraphG = ( S; E) wird als t-Spanner-
Graph (t-Spanner) fir S bezeichnet, wenn es fir jedes Paar voneinander verschiedener
Eckenp;g2 S einen Weg vonp nach q gibt, dessen Lange hichstensmal so groy wie der
Euklidische Abstand der beiden Ecken ist, d.h. wenn

c(p;@ t d(p;Q

gilt. Der minimale Wert t° so dass ein euklidischer GraptG = (S;E) ein t>Spanner fiir
seine Eckenmenges ist, wird als die Dilatation 4 (G) von G bezeichnet; fur diese gilt
demnach

c(p; 9 .
g2 S;p6
d(p: 9) 1p:q pe q

Da flr zwei voneinander verschiedene Eckep; g2 S eines vollstandigen euklidischen Gra-
phenG = ( S;E) stets g(p; 0 = d(p; g gilt, besitzen solche eine Dilatation vorn4 (G) =1,
vgl. Abbildung 5.1. Weiterhin wird ein t-SpannerG = ( S; E) als diinn (besetzt)bezeichnet,
wenn die Anzahl der Kanten linear in der Anzahl der Ecken ist, d.h. wennEj 2 O (jSj)
gilt.

In der Literatur nden sich zahlreiche Algorithmen zur Konstruktion diinn besetzter
t-Spanner, welche jeweils flr eine beliebige reelle Konstante> 1 und eine endliche Punkt-
mengeS RY einen diinn besetztert-Spanner fiir S berechnen. Cheret al. [28] zeigten,

4 (G) = max
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dass die untere Schranke fir die Berechnung eines beliebigespanners fir eine gegebene
endliche PunktmengeS R und eine reelle Konstantet > 1 im algebraischen Entschei-
dungsbaummodell ( jSjlogjSj) ist. Diese Schranke wird von den von Salowe [55], Vaidya
[56] bzw. Callahan und Kosaraju [27] entwickelten Algorithmen angenommen; jeder dieser
Algorithmen konstruiert einen entsprechenden diinn besetztem-Spanner in einer Laufzeit
von O(jSjlogjSj).

Zusatzlich zu der Forderung, dass die Anzahl der Kanten linear in der Anzahl der
Ecken sein muss, kénnen weitere Aspekte bei der Konstruktion eingésSpannersG = ( S; E)
berlcksichtigt werden. Zu diesen zdhlen z. B. die Eigenschatft eines begrenzten Grades (d. h.,
dass der Grad einer jeden Ecke auS durch eine globale Konstante beschrénkt ist), die
Eigenschaft eines geringen Durchmessers (d.h., dass jeweils zwei verschiedene Ecken aus
S durch einen Weg verbunden werden kdnnen, welcher aus einer geringen Anzahl von
Kanten besteht) oder die Eigenschaft eines geringen Gewichts (d.h., dass die die Summe
aller Kantengewichte proportional zu dem Gewicht eines minimalen Spannbaums vo8
ist). Fur eine Beschreibung dieser (im Folgenden unberticksichtigten) Eigenschaften und
der entsprechenden Konstruktionsalgorithmen sei auf die Zusammenfassung von Eppstein
[36] verwiesen.

5.2 Allgemeines Verfahren

Im vorherigen Abschnitt wurde das Konzept von diinn besetztent-Spannern eingefiihrt.
In diesem Abschnitt wird nun ein allgemeines Verfahren beschrieben, mit dessen Hilfe
fur beliebiges reelles’ > 0 ein dinn besetzter(1 + ")-Spanner einer gegebenen endlichen
PunktmengeS  RY konstruiert werden kann. Dieses allgemeine Konstruktionsverfahren
greift auf die im vorherigen Kapitel eingefihrte WSPD-Datenstruktur zurtick und basiert
auf den Arbeiten von Callahan und Kosaraju [25, 26].

Fir das weitere Vorgehen seiS eine endliche Punktmenge aus denRY® und R =

S S. Mit d(A;i;B;) werde die minimale Distanz zweier Punktea 2 A; und b 2 B; be-
zeichnet, d.h.
d(Ai;Bj) = aZTiI;?JZBi d(a;b:

Fur eine reelle Konstante" > 0 bezeichneG (S;R;s;") weiterhin die Menge aller euklidi-
schen GraphenG = ( S; E), deren Kantenmengek jeweils flr jedes Paarf A;; Big der bzgl.
des Wertess scharf getrennten RealisationR von S S genau eine ungerichtete Kante
fa;bg mit a2 A;j, b2 B; und

dla;b (1+ ")d(Ai;Bi)

enthalt. Eine Kante f a;bg der obigen Form wird als eine"-approximative Kante zwischen
A; und B; bezeichnet, vgl. Abbildung 5.2.
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d(Ai;B;) = d(a;) . !

Abbildung 5.2: Eine "-approximative Kante f a; bg zwischen zwei PunktmengerA; und B; (" > 0)

Fir ein Paar f Aj; Big der RealisationR und zwei beliebige Punktea; bmit a2 A; und
b2 B; ergibt sich die folgende Abschatzung:

5.2.1 Lemma ([25, 26]). SeiS eine endliche Punktmenge aus defR undR = ff A1; B1g;
.11 T Ak Bkgg eine bzgl. eines Wertes > 0 scharf getrennte Realisation vonS S. Dann
gilt 4

dab (1+ ) d(Ai;B);
wobeif Aj;Big 2 R ein Paar der Realisation unda bzw.b ein Punkt aus A; bzw.B; ist.

Beweis. Seiena 2 A; und b 2 B; zwei Punkte mit d(a;b) = d(A;;Bj). Da A; und B;

bzgl. s scharf getrennt sind, gibt es zweid-Kugeln K1 und K, mit Radius r 0, so dass
A K1, Bj K2 und d(K1;K2) sr gilt. Fur die beiden Punkte a und b folgt somit

4r =45 gd(a; b) und demnach insgesamt

d(a;b d(a;a)+ d(a;b)+ d(b;h 2r+d(a;b)+2r 1+ g) d(a;b):

Das allgemeine Verfahren zur Konstruktion eines dinn besetztefll + ")-Spanners vonS
wird durch das folgende Lemma vorbereitet. Der Beweis dieses Lemmas macht von den
Eigenschaften der RealisationR Gebrauch, aufgrund derer zu jedem ungeordneten Paar
fa,bg mit a;b2 S und a 6 b genau ein Paarf A;; Bjg der Realisation existiert, so dass
fa;bgin dem Interaktionsprodukt A; B;j von A; und B; enthalten ist, vgl. Kapitel 4. Diese
Uberdeckungseigenschaft der Realisation im Verbund mit der Forderung, dass die Paare
fAi;Big der Realisation jeweils bzgl.s scharf getrennt sind, fihrt zu folgendem Ergebnis:

5.2.2 Lemma ([25, 26]). Seien" > 0 und s > 0 zwei reelle positive Konstanten,S
eine endliche Punktmenge aus demRY, R = ff A;;B1g; :::;fAx;Bkgg eine bzgl.s scharf
getrennte Realisation vonS S und G = ( S;E) ein Graph ausG(S;R;s;"). Gilt s > 4,
so existiert zu jedem Paarf a;bg mit a;b2 S und a6 bein Weg in G von a nach b, dessen

Lange hochstens
1+"

T 451 @D

betragt.
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Beweis. Callahan und Kosaraju [25, 26] beweisen diese Aussage, indem sie eine rekursive
Prozedur zur Konstruktion eines Weges zwischen den Punktea und b angeben und an-
schlieyend beweisen, dass der so konstruierte Weg héchstens die angegebene Lange besitzt.
Dieser Beweis entspricht der folgenden Induktion tber die euklidischen Abstdnde zwischen
Punkten aus S:

I.LA.: Seifa;bg ein Paar von Punkten ausS mit a 6 b und minimalem euklidischen
Abstand d(a; b). Aufgrund der Eigenschaften der RealisationR existiert genau ein Paar
fAi;Bjg der RealisationR mit fa;bg 2 A; Bj;. Weiterhin enthdlt E nach De nition von
G(S;R;s;") genau eine"-approximative Kante f a;bg zwischenA; und B; mit a2 A; und
b 2 B;. Fur die beiden Endpunkte a und b dieser Kante mussa = a und b = b gelten:

Da Aj und B; bzgl. s scharf getrennt sind, gibt es zweid-Kugeln K; und K, mit Radius
r 0, sodassA; Ki, Bj Ky und d(K1;K2) sr gilt. Wirde nun a 6 a gelten, so
ware aufgrund vons > 4 und

d(a;a) 2r<sr d(a;b

der Euklidische Abstand zwischena und a echt kleiner als der zwischera und b, im Wi-
derspruch zur Minimalitdt von d(a;b). Analog folgt b= b. Die Kante fa;bg = fa;bg muss
somit in E enthalten sein. Es existiert demnach in diesem Fall trivialerweise ein Weg %G
von a nach b, dessen Lange hdchstens

1+"

d@b st

d(a; b

betragt.

I.S.: Seinun ein beliebiges Paafa;bg mit a;b2 S und a 6 bgegeben. Analog zu obiger
Argumentation existiert zu diesem ein Paarf A;; B;g der RealisationR mit fa;bg 2 A; B;
und eine "-approximative Kante fa;bg 2 E zwischenA; und B; mit a2 A; und b2 B;.
Ebenso gilt aufgrund vons > 4 wieder

d(a;a) 2r<sr d(a;b) bzw. d(b;B 2r<sr d(a;b);

wobei r 0 eine entsprechende Konstante ist. Da der Euklidische Abstand zwischea
und a bzw. zwischenb und b echt kleiner ist als der zwischena und b, kann induktiv
angenommen werden, dass es zwischamund a bzw. zwischenb und b einen Weg inG gibt,
dessen Lange hochstens

1+ 1+"

1 s 1 d(a;a) bzw. 1 25 1 d(b;b)

betragt. Aufgrund von d(a;b) (1 + ") d(A;;Bj) (1+ ") d(a;b) existiert demnach
insgesamt ein Weg inG von a nach b mit einer Lange von maximal

@+ dab+ oo

1 2s 1 d(a;a) + d(b;b) ;
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I \ Sr I e

Abbildung 5.3: Ein Weg in G von a nach b mit einer euklidischen Lange von maximal

=+ d(a;b). Der Weg von a nach a bzw. der Weg vonb nach b besitzt eine euklidische Lange

von hochstens; 4= d(a;a) bzw. 1+ d(b;b)

vgl. Abbildung 5.3. Da A; und B; bzgl. s scharf getrennt sind, gilt weiter

d(a;a) 2r = er M bzw. d(b1b) 2r = 2I‘73 M
S S S S
Der Weg in G von a nach b besitzt somit maximal eine Lange von
n . 1 + ! . . n - 4
L+ d@b+ ;=g da@+dbb @+ dabh 1+ g
" . S
= @+ ") dab
1+"
= 1 451 9@D

Sei nun G = (S;E) ein euklidischer Graph mit einer KantenmengeE, welche fir jedes
Paar f Aj; Big der RealisationR eine Kante fa;;lsg mit & 2 A; und iy 2 B; enthalt. Fir
s=c" Imit c 8+4" ist G dann ein (1 + ")-Spanner vonsS:

5.2.3 Theorem ([25, 26]). Seien" > 0 und c > 0 zwei reelle positive Konstanten mit
c 8+4", S eine endliche Punktmenge aus demRY, R = ff A1;B1g;::::fAy; Bkgg eine
bzgl.s = ¢" ! scharf getrennte Realisation vonS S und G = (S;E) ein euklidischer
Graph mit einer KantenmengeE, die fir jedes PaarfA;;Big 2 R eine Kante f a;; b g mit

a; 2 Aj und b 2 B; enthélt. Dann ist der Graph G ein (1 + ")-Spanner vonS.

Beweis. Nach Lemma 5.2.1 giltG 2 G(S;R;c" 1;4"c 1). Zu einem beliebigen Paar a; by
mit a;b2 S und a 6 b existiert demnach aufgrund von Lemma 5.2.2 ein Weg irG von a
nach b, dessen Lange hdchstens

i T dan
betragt. Mit ¢ 8 +4" folgt dann
m d(a; b) 1+ 8+44,, " 1 8+44,, . d(a; b)
= 1+21" 1 2+ ' d(a;b)
_ 2+22" d(a: b)

1+ ") d(a;b
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Durch das obige Theorem ergibt sich ein allgemeines Verfahren zur Konstruktion eines
(1 + ")-SpannersG = (S;E) einer endlichen PunktmengeS RY, wobei " > 0 eine
beliebige positive reelle Konstante ist. Dieses Verfahren besteht aus den beiden folgenden
Schritten, vgl. [25, 26]:

(1) Konstruktion einer WSPD D = ( T;R) fiir die Punktmenge S bzgl. s = ¢" 1, wobei
c 8+4" eine reelle Konstante ist.

fai;bhg mit a3 2 A; und b 2 B; der (zu Beginn leeren) KantenmengeE hinzugefligt
werden.

Zu beachten ist hierbei, dass durch diese Vorgehensweise zwar €in ")-SpannerG = ( S; E)
von S konstruiert wird, dieser im Allgemeinen jedoch nicht diinn besetzt ist die Anzahl
der Kanten aus E ist also im Allgemeinennicht linear in der Anzahl der Punkte ausS.
Zur Konstruktion eines dinn besetzten(1 + ")-Spanners muss die Groye der im ersten
Schritt berechneten WSPD linear in der Anzahl der Punkte sein, d.h. es musk 2 O (jSj)
gelten. Die Existenz einer solchen WSPD linearer Gréye und somit die Existenz eines dinn
besetzten(1 + ")-Spanners vonS ist aufgrund der Ergebnisse von Callahan und Kosaraju
[25, 27] gesichert, vgl. Kapitel 4. Weiterhin ist die e ziente Berechnung einer entspre-
chenden WSPD linearer Groye und somit die e ziente Konstruktion eines dinn besetzten
(1+ ")-Spanners vonS zumindest im RAM-, I1/0- und cache-obliviousModell nach Kapitel
4 moglich.

In den beiden folgenden Abschnitten werden die im RAM-, 1/O- und cache-oblivious
Modell e zienten Algorithmen zur Konstruktion eines dinn besetzten (1 + ")-Spanners
einer gegebenen endlichen Punktmeng® RY naher erlautert.

5.3 Konstruktionsverfahren im RAM- und I/O-Modell

Es werden nun die beiden im RAM- bzw. I/O-Modell e zienten Algorithmen besprochen,
welche sich direkt aus dem obigen allgemeinen Konstruktionsverfahren ergeben. Der im
RAM-Modell e ziente Algorithmus zur Konstruktion eines dinn besetzten (1+")-Spanners
einer endlichen Punktmenge aus derRY basiert, wie auch das obige allgemeine Vorgehen,
auf den Arbeiten von Callahan und Kosaraju [25, 26]. Der entsprechende im Kontext des
I/O-Modells e ziente Konstruktionsalgorithmus stammt von Govindarajan et al. [40].

Im ersten Teil dieses Abschnitts werden der RAM- und der I/O-Algorithmus erlau-
tert. Dabei wird nur kurz auf den 1/0O-Algorithmus eingegangen wird, da dieser die (iden-
tisch tbernommene) Vorlage fur den im néchsten Abschnitt ausfuhrlich diskutiertercache-
oblivious-Konstruktionsalgorithmus bildet. Im zweiten Teil dieses Abschnitts werden unte-
re Schranken fir die Komplexitat der Konstruktion von (1 + ")-Spannern im RAM- bzw.
I/O-Modell angegeben, durch welche die Optimalitat beider Algorithmen gezeigt wird.
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Funktion ConstructSpanner-RAM (S
Eingabe: Eine endliche PunktmengeS aus demRY und eine reelle Konstante" > 0.
Ausgabe: Ein (1 + ")-SpannerG = ( S;E) von S mit jEj 2 O (jSj).
1. E=;
2: Berechne mit Hilfe des Algorithmus aus Abschnitt 4.2.1 eine WSPD D =
(T;ff A;B1g;:::;fAk;Brgg) von S bzgl. des Wertess = c¢" 1, wobei c 8 + 4" eine
reelle Konstante ist.
for i =1 to k do
Seifa;j;hg ein beliebiges Paar mita; 2 A;j und iy 2 B;.
E=E[f a:;hg

end for

return G =(S;E)

N gk w

Algorithmus 5.1:  Konstruktionsalgorithmus im RAM-Modell, vgl. [25, 26]

5.3.1 Algorithmen

Die Funktion ConstructSpanner-RAM (Algorithmus 5.1) berechnet fur eine endliche
PunktmengeS RYeinen(1+ ")-SpannerG = ( S;E) von S mit jEj 2 O (jSj). Die Analyse
dieser Funktion im RAM-Modell wird durch das folgende Theorem gegeben:

5.3.1 Theorem ([25, 26]).  Sei eine endliche Punktmeng& RY und eine reelle Kon-
stante " > 0 gegeben. Dann kann mit Hilfe der FunktionConstructSpanner-RAM
(Algorithmus 5.1) in einer Laufzeit von O(jSjlogjSj +" 9jSj) = O(jSjlogjSj) ein (1+ ")-

SpannerG = (S;E) von S mit JEj2 O (" 9 jSj) = O(jSj) konstruiert werden.

Beweis. Die Berechnung der WSPD vonS bzgl. s = ¢" ! in Zeile 2 der Funktion Con-

structSpanner-RAM kann mit Hilfe des Algorithmus aus Abschnitt 4.2 in einer Laufzeit
von O(jSjlogjSj+ s jSj) = O(jSjlogjSj+" 9 jSj) vollzogen werden. Fiir die Gréyek der
WSPD gilt dabei k 2 0 (" ¢ jSj), d.h. die Gréye der WSPD st linear in der Anzahl der
Punkte von S. Ein Paar fA;; B;g der Realisation wird weiterhin durch ein Paar fv;;w;g
von Knoten des zugehorigen fairen Aufteilungsbaumd dargestellt, vgl. Abschnitt 4.2.

Um die beiden Reprasentanteng; 2 A; und Iy 2 B; in Zeile 4 e zient auswahlen zu
kdnnen, kann bei der Konstruktion vonT jeweils fur jeden Knotenv 2 T mit (v)= A S
ein Punkt a2 A in v explizit gespeichert werden. Der Speicherplatzbedarf eines auf diese
Weise modi zierten fairen Aufteilungsbaums sowie die Laufzeit zur Konstruktion eines sol-
chen verandert sich dadurch asymptotisch gesehen nicht. Die Erstellung der Kantenmenge
E (Zeilen 3 6) kann somit durch eine Traversierung der die Realisation darstellenden

O(k) O (" 9 jSj) méglich ist. Der Algorithmus besitzt somit eine Gesamtlaufzeit von
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0O(jSjlogjSj +" 9jSj). Die Korrektheit des Algorithmus ergibt sich aus Theorem 5.2.3 und
der linearen Groye der berechneten WSPD.

Wie Callahan und Kosaraju bemerken, kann die Anzahl der Kanten eines durch die Funkti-
on ConstructSpanner-RAM konstruierten (1+ ")-Spanners um den Faktort verringert
werden, wodurch sich die Laufzeit allerdings um den Faktotog + vergréyert. Auf diese und
weitere Verfeinerungen soll an dieser Stelle jedoch nicht weiter eingegangen werden.
Der im 1/O-Modell e ziente Konstruktionsalgorithmus von Govindarajan et al. [40]
berechnet ebenso zunéchst eine WSPD bzgl= ¢* mit ¢ 8+4" und wahlt anschlieyend
fur jedes PaarfA;;Bjg der WSPD eine Kantefa;;bg mit & 2 Aj und b 2 B aus. Um
die Reprasentantena; und Iy auszuwéhlen, wenden Govindarajaret al. die time-forward
processingTechnik (siehe Kapitel 4) an. Da diese Vorgehensweise von dem im nachsten
Abschnitt besprochenencache-obliviousAlgorithmus exakt ibernommen wird, sei hier nur
das Gesamtergebnis im 1/O-Modell gegeben und auf weitere Ausfiihrungen verzichtet:

5.3.2 Theorem ([40]).  Sei eine endliche Punktmeng& RY und eine reelle Konstante
"> 0 gegeben. Dann kann eir{l + ")-Spanner G = ( S;E) von S mit jJEj 2 O (jSj) unter
Verwendung vonO(sort(jSj)) 1/0-Operationen berechnet werden.

5.3.2 Untere Schranken

Die Optimalitat der gerade genannten Verfahren ergibt sich mittels der beiden folgenden
Theoreme. Kernidee der Beweise dieser Theoreme ist die Transformation des Elementein-
deutigkeitsproblems [52] auf das Problem der Konstruktion eine¢l + ")-Spanners flur die
entsprechende Punktmenge, wodurch sich jeweils die fir das Elementeindeutigkeitsproblem
gezeigten unteren Schranken [10, 52] auf die beiden Konstruktionsprobleme tbertragen.

5.3.3 Theorem ([28]).  Sei eine endliche nicht-leere Punktmeng& RY und eine reelle
Konstante " > 0 gegeben. Dann bendtigt die Berechnung eines beliebigént+ ")-Spanners
von S im algebraischen Entscheidungsbaummodell mindestelfsjSj logjSj) Zeit.

Auf den Beweis dieses Theorems wird hier verzichtet. Exemplarisch wird stattdessen der
Beweis des entsprechenden Ergebnisses im I/O-Modell durchgefihrt:

5.3.4 Theorem ([40]). Sei eine endliche Punktmeng& RY und eine reelle Konstante
" > 0 gegeben. Dann werden mindesteng sort(jSj)) I/O-Operationen zur Berechnung
eines(1+ ")-SpannersG = ( S;E) von S mit jJEj 2 O (jSj) bendtigt.

Dieser musste flr jedes Paapi;p; mit p = pj und i 6 j die Kante fp;; p;g enthalten.
Mittels einer Traversierung der KantenmengeE von G kdnnte somit mit O(scan(jSj))
I/O-Operationen entschieden werden, ob alle Punkte inS paarweise verschieden sind.
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Kénnte nun ein solcher Graph ino(sort(jSj)) I/0O-Operationen berechnet werden, so wére
das Elementeindeutigkeitsproblem unter Verwendung vono(sort(jSj)) 1/O-Operationen
I6sbar, was jedoch der fiur dieses Problem gezeigten unteren Schranke vgnsort(jSj))
I/0-Operationen [10] widerspricht.

Zu beachten ist noch folgender Sachverhalt: Bei der Bearbeitung von Punktmengen aus
dem R wird in der algorithmischen Geometrie oft die Annahme getro en, dass alle Punkte
paarweise verschieden sind. Fur diese Art von Punktmengen funktioniert der obige Beweis
nicht. Diese Falle werden deshalb von Cheat al. [28] und Govindarajanet al. [40] gesondert
betrachtet.

Bei den Konstruktionsalgorithmen im RAM- und 1/0O-Modell handelt es sich also um
asymptotisch optimale Algorithmen. Die untere Schranke fur das 1/0O-Modell Ubertragt
sich weiterhin direkt auf das cache-obliviousModell.

5.4 Konstruktionsverfahren im Cache-Oblivious -Modell

Der 1/0-e ziente Algorithmus von Govindarajan et al. [40] lasst sich direkt in dascache-
oblivious-Modell Gbertragen:

5.4.1 Theorem. Sei eine endliche Punktmeng& RY und eine reelle Konstante" > 0
gegeben. Dann kann eif{1 + ")-Spanner G = ( S;E) von S mit jEj 2 O (jSj) unter Ver-
wendung vonO(sort(jSj)) Speichertransfers berechnet werden.

Beweis. Analog zu Govindarajan et al. bzw. in Anlehnung an das allgemeine Verfahren

Kapitel 4. Anschlieyend wird fur jedes Knotenpaarfvi;wig 2 Rt eine Kantefr(v;);r(w;)g
mit r(vi) 2 A; und r(w;) 2 B; ausgewahlt und der anfangs leeren Kantenmenggé hinzu-
geflgt.

Die Berechnung der WSPD verursacht nach Abschnitt 4.3 hochsten®(sort(jSj)) Spei-
chertransfers. Dabei ist die Groyek der WSPD linear in der Anzahl der Punkte ausS. Die
Auswahl einer Kantefr(v;); r(w;)g fir jedes Knotenpaarfv;; wig 2 Rt gelingt wie auch im
I/0-Modell mit Hilfe der time-forward processingTechnik: Die Knoten des fairen Auftei-
lungsbaumsT kdnnen dazu, wie am Ende des Kapitels 4 beschrieben, topologisch sortiert
und anschlieyend von den Blattern aus zur Wurzel hin durchlaufen werden. Im Zuge dieser
Traversierung kann fir jeden Knotenv von T ein Reprasentantr(v) 2 (v) ausgewahlt
und im Knoten v gespeichert werden. Ein Blattv 2 T mit (v) = p 2 S erhalt dabei
den schon inv gespeicherten Punktp und jeder innere Knotenv 2 T einen der beiden
Reprasentanten seiner Kinder als Reprasentant (v). Die Auswahl aller Reprasentanten
kann somit mit O(sort(jSj)) realisiert werden.
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Um die KantenmengeE zu erstellen, wird zunachst durch eine Traversierung der Kno-
tenmenge vonT eine Liste L erstellt, welche fur jeden Knotenv 2 T einen Eintrag der
Form (v;r(v)) enthalt. Die Liste L sowie die ListeRt der Knotenpaare werden anschlie-
yend jeweils bzgl. der ersten Komponente sortiert und nach dieser Sortierung simultan
durchlaufen. Bei diesem Durchlauf kdnnen die ersten Komponentew aller Listeneintrage
von Rt durch die Reprasentantenr(v;) ersetzt werden. Entsprechend kénnen die zweiten
Komponentenw; von Rt durch die Reprasentantenr (w;) ersetzt werden. Die Kantenmen-
ge E besteht nach Ausfiihrung dieser Schritte aus den Eintrdgen der List® 1. Insgesamt
werden durch diesen VorgandO(sort(jSj)) Speichertransfers verursacht.
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Kapitel 6

Ausdinnung dichter
Spanner-Graphen

Im vorherigen Kapitel wurde die Konstruktion von dinn besetzten (1 + ")-Spannern fur
endliche Punktmengen aus denfR? behandelt und gezeigt, wie diese im Kontext des RAM-,
I/O- bzw. cache-obliviousModell e zient berechnet werden kénnen. Dieses Kapitel befasst
sich mit einem mit der Konstruktion solcher Spanner-Graphen verwandten Problem der
sogenannten Ausdunnung dichter Spanner-Graphen .

Das Kapitel ist wie folgt aufgebaut: In Abschnitt 6.1 wird der Begri des Ausdinnens
von Spanner-Graphen prazisiert. In Abschnitt 6.2 wird ein allgemeines von Gudmundsson
et al. [44] vorgestelltes Verfahren beschrieben, mit dessen Hilfe einSpanner (t 1)
ausgedunnt werden kann. Dieses allgemeine Verfahren fihrt mit Hilfe der e zienten Be-
rechnung der in Kapitel 4 vorgestellten WSPD-Datenstruktur unmittelbar zu e zienten
Algorithmen im RAM- und I/O-Modell. Diese beiden Ausdiinnungsalgorithmen werden in
Abschnitt 6.3 kurz erlautert. In Abschnitt 6.4 wird der 1/0-e ziente Ausdinnungsalgo-
rithmus in das cache-obliviousModell iibertragen. Diese Ubertragung ist das Kernanliegen
des Kapitels.

6.1 Vorbemerkungen

Ein Teilgraph G° eines gegebenen euklidischen Graphdd = ( S; E) mit konstanter Dila-
tation t 1 ist ein t“*Spanner von G, wenn

co(p;d  t° (p;a)

fur alle Punkte p;q 2 S gilt. Ein dinn besetzter t%Spanner eines euklidischen Graphen
G = ( S;E) mit konstanter Dilatation t 1 ist demnach eint®%SpannerG°= (S;E9 von
G mit JEY 2 O (jSj).

107
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Das Ziel der in Kapitel 5 vorgestellten Algorithmen war jeweils die Konstruktion eines
diinn besetzten(1 + ")-Spanners firr eine endliche Punktmengé& aus demRY und eine
beliebige reelle Konstante' > 0. Die mittels dieser Konstruktionsalgorithmen berechneten
Spanner-Graphen besitzen jeweils eine in der Anzahl der Ecken lineare Anzahl von Kanten.
Allgemein kann ein (beliebiger) Spanner-Graph jedoch superlinear viele Kanten besitzen.
Der vollstéandige euklidische Graph einer endlichen Punktmenge besitzt z.B.

iS]

i~ 2
5 20(jSj9)

Kanten. Ein euklidischer Graph mit einer superlinearen Anzahl von Kanten wird im Fol-
genden alsdicht bezeichnet. Das Ziel der in diesem Kapitel vorgestellten Algorithmen ist
es, einen gegebenen (dichten) euklidischen Graphé&h = ( S; E) mit konstanter Dilatation

t 1 auszudiinnend.h. einen dinn besetzten(1 + ")-SpannerG®= ( S; EY9 von G zu kon-
struieren. Aufgrund der konstanten Dilatation des urspriinglichen Graphen ist ein solcher
diinn besetzter Teilgraph G%insgesamt ein(t(1 + "))-Spanner der Eckenmengé.

Der greedy-Algorithmus [33, 42] kann zur Ausdinnung eines gegebenen (dichtert}
SpannersG = ( S;E) genutzt werden. Wie Gudmundssonet al. [44] bemerken, besitzt
dieser jedoch im RAM-Modell eine Laufzeit von ( jEjlogjSj). Ein im Kontext des RAM-
Modells e zienterer Algorithmus zur Ausdiinnung eines solchent-Spanners ist der von
Gudmundssonet al. [44] vorgestellte Ausdinnungsalgorithmus, welcher einen entsprechen-
den dinn besetzten Teilgraphen in einer Laufzeit vorO(JE|j + jSjlog|jSj) berechnet. Kern-
komponente dieses Algorithmus ist die in Kapitel 4 vorgestellte WSPD-Datenstruktur.
Weiterhin bildet dieser Algorithmus die Vorlage fir den im 1/O-Modell e zienten Algo-
rithmus von Gudmundsson und Vahrenhold [45], welcher flr die Berechnung eines diinn
besetzten(l + ")-SpannersG°von G insgesamtO(sort(jEj)) 1/0O-Operationen benétigt.

Im Rest dieses Kapitels wird dieses I/O-e ziente Verfahren in das cache-oblivious
Modell Ubertragen. Dazu wird im nachsten Abschnitt zunachst ein allgemeines auf den
Arbeiten von Gudmundsson et al. [44] basierendes Verfahren zur Ausdinnung eines
Spanners gegeben, welches unmittelbar zu den im RAM-, 1/0O- und@ache-obliviousModell
e zienten Algorithmen fihrt.

6.2 Allgemeines Verfahren

Zur Beschreibung des allgemeinen Verfahrens sei eine endliche Punktmer§e RY, ein
t-SpannerG = (S;E) mit t 1 und eine reelle Konstante" > 0 gegeben. Das Ziel des
Verfahrens besteht in der Ausdinnung des Graphers, d.h. in der Konstruktion eines
(1+ ")-SpannersG®= ( S;E9 von G mit jJEJ 2 O (jSj).

Die grundlegende Idee des Verfahrens ist die Konstruktion eineApproximation der
Kantenmenge E von G. Eine Approximation von E bzgl. eines Wertess 2 R* ist eine
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q\£2=s> d(a; b)
a b

o« P
(2=9) d(a;h)

Abbildung 6.1:  Approximatives Paar fa;; kg flr eine Kante fp;ag 2 E, vgl. [44]

MengeP = ff a;;b0;:::;fam;bnggvon m 1Paarenmitaj;q2Rd;1 j m,sodass

(i) d(p;a) (2=9) d(ai;b) und d(q;h) (2=s) d(a;;h) oder
(i) d(p;h) (2=9) d(ai;b) und d(g;a) (2=9 d(a;;h).

Durch die beiden Bedingungen (i) und (ii) wird also gefordert, dass es zu jeder Kantiep; qg
ausE ein approximatives Paar fa;;bhgin P gibt, vgl. Abbildung 6.1.

Kante aus E sei ein solcher Index fest gewahlt und die Kante der Liste C; hinzugefigt.
Mit Hilfe dieser Listen kann anschlieyend der GraphG°= ( S;E9 erstellt werden, dessen

Bei Wahl von s = ((1+ ")(8t +4) +4) folgt, dassGPein (1 + ")-Spanner vonG ist:

6.2.1 Lemma ([44]). Gilt s= £((1+ ")(8t+4)+4) , so ist der obige GraphG®= (S;E9
ein (1 + ")-Spanner vonG.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass es fiir jede Kantgp; og aus E einen Weg inG°von p nach
g gibt, dessen Léange hochstengl + ") d(p; g betragt. Gudmundssonet al. beweisen dies
induktiv Gber die Lange der Kanten in E:

ILA.. Seifp;qg eine Kante in E mit minimaler Lange. Fir diese Kante existiert ein

eine der beiden obigen Bedingungen erflllt. O.B.d. A. kann angenommen werden, dass die
Bedingung (i) erflllt ist und somit d(p;a) (2=9) d(a;b) und d(g;h) (2=9) d(a;hb)
gilt. Die Kantenmenge E °von GPenthélt genau eine Kantef x; yg aus der nicht-leeren Liste
C;i. Fur diese gelte wiederum 0.B.d. A. die Bedingung (i) (ansonsten kénnen die Rollen von
x und y vertauscht werden). Da G ein t-Spanner ist, existiert ein Weg zwischerp und X
und es gilt

c(pix) t dp:ix) t (d(pia)+ d(a;x)) (4t=s) d(a;h):
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Weiterhin folgt aus Bedingung (i)
d(a;b) d(a;p)+ d(p;0)+ d(g;h) (4=9) d(ai;b)+ d(p;a);

was aquivalent zu
. S .
d(ah) o, d(p:a)

ist. Nach Wahl von s gilt s=4 @(Zt +1)+ & > 4(t+1) und somit

4 s 4t

c(p;Xx) Ss 4 d(p;q) = s 4 d(p; g <d(p;Q:

Die Lange einer jeden Kante auf dem Weg vop nach x ist also echt kleiner alsd(p; g). Da
d(p; g nach Voraussetzung minimal ist, muss demnaclp = x gelten. Analog kannq =y
gezeigt werden. Die Kantef p; qg muss also in der Kantenmengée ° enthalten sein; es gilt
somit go(p; @ = d(p;d (1+ ") d(p;q).

I.S.: Sei nunfp;qg eine beliebige Kante ausE. Induktiv kann angenommen werden,
dass go(u;v) (1+") d(u;v) fur alle Kanten fu;vg 2 E mit d(u;v) <d(p; 0 gilt. Analog
zum obigen Vorgehen gibt es fir die Kantef p; og einen Indexi mit fp;gg 2 C; und eine
Kante fx;yg 2 C; mit fx;yg 2 EC Fir beide Kanten gelte wieder 0.B.d.A. die Bedingung
(). Erneut folgt

X T dpid <d(pia):

Alle Kanten auf dem Weg vonp nach x in G besitzen also eine Lange, die echt kleiner als
d(p; 9 ist. Induktiv ergibt sich also

o) L+ o) L+, dpia:

Entsprechend kann

s(@y) @+ oy A+ dpia

gezeigt werden. Insgesamt existiert demnach iG° ein Weg vonp nach g mit

i e+ dY)+ ey (14" dpia+ diy);

vgl. Abbildung 6.2. FiUr die Lange der Kante f x;yg folgt unter Verwendung von Bedin-
gung (i):

d(x;y) d(x;ai) + d(a;b) + d(b;y)
(1+4=9) d(a;h)
S .
(1+4=9 — d(p; 9
s+4

= 52 d(p; 9
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® 35

oe

Abbildung 6.2:  Der Weg von p nach q in G°, vgl. [44]

Die Lange des Weges vop nach g in G°lasst sich somit durch

opd @+, dpa+ S dpid
8t s+4

+
s 4 (s 4H@a+")

= (1+ ") d(p;9
abschatzen. Da

s L@+ "yst+ay+a)
, (1+ "8t (s 4) 8

, A+ "M8t+(s+4) =(s dHA+")
8t N s+4
s 4 (s 4)@1+")

, 1 =

gilt, folgt nach Wahl von s die Behauptung.

Wie Gudmundssonet al. bemerken, wird durch die Konstruktion von Gojede Kante aus
E einem Paar ausP zugeordnet. Fir jedes Paalf a;; b g, welchem mindestens eine Kante
zugeordnet wurde, enthélt der GraphG° genau eine dieser Kanten. Aufgrund des obigen
Lemmas ist der Graph GP ein (1 + ")-Spanner vonG. Ein auf diese Weise konstruierter
(1 + ")-Spanner vonG kann jedoch dicht sein. Um mit Hilfe dieses Ansatzes einen dinn
besetzten Spanner-Graphen zu erhalten, muss demnach zusatzlich2 O (jSj) gelten.

Das allgemeine Verfahren zur Ausdiinnung einesSpannersG = ( S; E) setzt sich also
aus den folgenden Schritten zusammen, vgl. Gudmundssat al. [44]:

eine Kante zugeordnet wurde.
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fAm;Bmggvon S S mit m 2 O(jSj). Die Existenz einer Approximation P von E bzgl.
s= (1 + ")8t+4)+4) mit m 2 O(jSj) und somit die Existenz eines diinn besetzten
(1 + ")-Spanners vonG ergibt sich deshalb aus dem folgenden Lemma:

6.2.2 Lemma. Sei eine endliche Punktmeng& RY, ein euklidischer GraphG = ( S; E),

von S S und eine MengeP = ff a;;bo;:::fam;bnwgg welche fir jedes Paarf A;;Big
der Realisation genau ein Paarfa;;bg mit a 2 A; und by 2 B; enthélt, gegeben. Dann ist
die MengeP eine Approximation von E bzgl.s.

Beweis. Aufgrund der Eigenschaften der RealisationR gibt es zu jeder Kantefp;ag 2 E

ein bzgl. s scharf getrenntes Paarf Aj;Big2 R mit fp;ogg 2 A; B;. Da A; und B; scharf
getrennt sind, existieren weiterhin zweid-Kugeln K; und K, mit Radius r 0, so dass
Ai Ki,Bi Kyundd(Kqi;K2) sr gilt. Somit folgt fir die beiden Reprasentantena;

und b entweder

d(p;a) 2r=(2=g)sr (2=9) d(a;h) und
d(g;h) 2r=(2=gsr (2= d(a;h)

oder

dip;h) 2r=(2=g)sr (2=9) d(a;b) und
d(g;a) 2r=(2=9g)sr (2=5) d(ai;h):

Die WSPD kann also, muss jedoch nicht zur Konstruktion einer Approximation P der
KantenmengeE des gegebenen Graphe® = ( S;E) verwendet werden. In den folgenden
beiden Abschnitten wird nun gezeigt, wie diese allgemeine Vorgehensweise e zient im
RAM-, I/O- bzw. cache-obliviousModell umgesetzt werden kann.

6.3 Ausdinnungsverfahren im RAM- und I/O-Modell

Das allgemeine Verfahren fiihrt mit Hilfe der e zienten Berechnung einer WSPD direkt zu
einem e zienten Ausdinnungsalgorithmus im RAM-Modell, welcher nun beschrieben und
analysiert werden soll.

Die Prozedur PruneSpanner-RAM  (Algorithmus 6.1) berechnet zunachst in Zeile2
mit Hilfe des Algorithmus von Callahan und Kosaraju (Abschnitt 4.2.1) in einer Laufzeit
von O(jSj logjSj+ s%jSj) eine WSPD vonS bzgl.s = ((1+ ")(8t+4)+4) . Die Groye dieser
WSPD ist linear in der Anzahl der Punkte aus S, d.h. es gilt m 2 O(s%Sj) = O(jSj).
Um eine Approximation der Kantenmenge E bzgl. des Wertess zu konstruieren, wird

INach Wahl von s geht der Parameter " in die versteckten Konstanten beider O-Notationen ein.
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Funktion PruneSpanner-RAM (G;")
Eingabe: Ein t-SpannerG = (S;E) (t 1) mit endlicher EckenmengeS RY und eine reelle
Konstante " > 0.
Ausgabe: Ein (1 + ")-SpannerG°=( S;E% von G mit jEY 2 O (jSj).
1: P=;,E%=;
2: Berechne mit Hilfe des Algorithmus aus Abschnitt 4.2.1 eine WSPD D =
(T;ff A1;B1g;:::;fAn;Bmgg) von S bzgl. des Wertess = ((1+ ")(8t +4) +4) .
3: Wabhle fir jedes Paarf A;j;B;ig ein beliebiges Paarfa;;bg mit 3 2 A; und b 2 B; aus und
flge es der Menge® hinzu.

oder (ii) erfullt ist.
5: Traversiere die KantenmengeE und fiige fir jeden auftretenden Indexi eine der ihm insgesamt
zugeordneten Kanten der MengeE © hinzu.

6: return G°=(S;E9

Algorithmus 6.1:  Ausdinnungsalgorithmus im RAM-Modell, vgl. [43, 44]

anschlieyend in Zeile3 fur jedes scharf getrennte Paarf A;; B;g der WSPD genau ein Paar
fai; g mit & 2 A; und b 2 B; ausgewahlt und der MengeP hinzugeflugt, vgl. Abbildung
6.3 (a). Die so konstruierte MengeP stellt nach Lemma 6.2.2 eine Approximation vonE
bzgl. s dar. Der erste Schritt des allgemeinen Verfahrens lasst sich also im RAM-Modell in
einer Laufzeit von O(jSjlogjSj) realisieren.

Zur Umsetzung des zweiten Schritts des allgemeinen Verfahrens stellen Gudmundsson
et al. [43, 44] in Zeile4 pro Kante aus E eine Anfrage an den fairen Aufteilungsbaum
T, der zur berechneten WSPD gehért. Diese Anfragen sind mit Ergebnissen von Arya
et al. [12] nach einer Vorverarbeitungsphase e zient mdglich und bendtigenpro Kante
O (log jSj) Zeit. Die Laufzeit der Vorverarbeitungsphase betragtO (jSjlogjSj). Insgesamt
ist die Zuordnung der Indizes in Zeile4 somit in einer Laufzeit von O ((jSj + JEj)log|jSj)
maglich.

In Zeile 5 ndet anschliejend die Konstruktion der KantenmengeE ° des ausgediinnten

wurde, muss eine der ihm zugeordneten Kanten der Kantenmendg® von G° hinzugefiigt
werden. Dies ist insgesamt in einer Laufzeit vorO(JEj + m) = O(JE]j + |Sj) realisierbar.
In Abbildung 6.3 (b) wird die Auswahl einer solchen Kante schematisch dargestellt. Jede
der dargestellten Kanten ist mit dem Indexi markiert; die Kantenmenge von G° enthalt
jedoch nur eine dieser Kanten.

Insgesamt besitzt der obige Ausdinnungsalgorithmus somit eine Laufzeit vo@((jSj +
JEj)logjSj) = O(jE]jlogjSj).
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(a) Auswahl der Reprasentanten (b) Auswahl einer Kante

Abbildung 6.3:  Ausdiinnung des Graphen mit Hilfe der WSPD, vgl. [44]

6.3.1 Theorem ([44]). Sei eine endliche Punktmeng&s RY und ein t-Spanner G =
(S;E) von S mit t 1 gegeben. Dann kann fir jede reelle Konstant& > 0 in einer
Laufzeit von O(jE]jlogjSj) ein (1 + ")-Spanner G° = (S;E9 von G mit jE§ 2 O(jSj)
berechnet werden.

Gudmundssonet al. [44] zeigen zudem, wie die bendétigte Laufzeit zur Konstruktion des
Graphen G° zu einer Laufzeit von O(JEj + jSjlogjSj) verbessert werden kann. Auf diese
Variante soll hier aber nicht ndher eingegangen werden.

Im I/O-Modell lasst sich der obige allgemeine Ansatz ebenfalls e zient verwirklichen:
Gudmundsson und Vahrenhold [45] zeigen anhand der Ergebnisse von Govindarajahal.
[40], wie ein ausgediinnter GraplG®von G mit O(sort(jEj)) 1/0-Operationen konstruiert
werden kann. Da der im folgenden Abschnitt beschriebeneache-obliviousAlgorithmus
fast ausschlieylich mit dem 1/O-e zienten Ausdinnungsalgorithmus von Gudmundsson
und Vahrenhold Ubereinstimmt, wird hier auf weitere Erlauterungen verzichtet und nur
das Ergebnis gegeben:

6.3.2 Theorem ([45]). Sei eine endliche Punktmenges RY und ein t-Spanner G =
(S;E) vonS mitt 1 gegeben. Dann kann fur jede reelle Konstante> 0 mit O(sort(jEj))
I/O-Operationen ein (1 + ")-Spanner G°= (S;EY mit jEG 2 O (jSj) berechnet werden.

Im folgenden Abschnitt wird das 1/0O-e ziente Verfahren in das cache-obliviousModell
Ubertragen.

6.4 Ausdunnungsverfahren im  Cache-Oblivious -Modell

Als Grundlage fur das im cache-obliviousModell e ziente Verfahren dient der im 1/O-
Modell konzipierte Algorithmus von Gudmundsson und Vahrenhold [45], welcher bis auf
die Berechnung spezieller Bereichsanfragen Glbernommen werden kann.
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Der folgende Abschnitt gliedert sich in drei Unterabschnitte. Im ersten Unterabschnitt
wird ein im cache-obliviousModell e zientes Verfahren zur Bearbeitung (spezieller) ortho-
gonaler Bereichsanfragen vorgestellt. Der zweite Unterabschnitt behandelt von Gudmunds-
son und Vahrenhold [45] eingeflihrte Markierungstechniken fir Baume. Diese Markierungs-
techniken werden, ebenso wie das e ziente Verfahren zur Bearbeitung von orthogonalen
Bereichsanfragen, fur die im dritten Unterabschnitt beschriebene e ziente Umsetzung des
obigen allgemeinen Ausdunnungsverfahrens im Kontext desache-obliviousModells ver-
wendet.

6.4.1 Orthogonale Bereichsanfragen

Das im cache-obliviousModell e ziente Verfahren zur Bearbeitung von orthogonalen Be-

reichsanfragen stitzt sich auf eine Technik namenslistribution sweeping Diese soll zu-
nachst beschrieben werden. Anschlieyend wird das e ziente Verfahren zur Beantwortung
orthogonaler Bereichsanfragen entwickelt.

Distribution Sweeping

Das plane sweepParadigma [49, 52] ist ein einfaches Hilfsmittel zur Lésung geometri-
scher Probleme imd-dimensionalen Raum. Durch diese Technik wird ein statischesl-
dimensionales Problem in eine endliche Anzahl von Instanzen eines dynamisch@h 1)-
dimensionalen Problems transformiert, vgl. Breimann und Vahrenhold [19]. Die Kernidee
desplane sweepKonzepts besteht in der Annahme einer imaginaren Hyperebene, welche
Uber den Datensatz bewegt wird und durch die inkrementell Informationen hinsichtlich
der Losung des gegebenen Problems gesammelt werden, vgl. Abbildung 6.4 (a). Auf eine
detaillierte Beschreibung desplane sweegParadigmas wird hier verzichtet und stattdessen
auf andere Arbeiten verwiesen [19, 49, 52].

Das plane sweegKonzept eignet sich gut fur den Entwurf von Algorithmen im RAM-
Modell und fuhrt dort in vielen Fallen zu optimalen Laufzeiten. Wie Breimann und Vah-
renhold [19] bemerken, ergibt eine direkte Anwendung dieser Technik im 1/O-Modell,
anhand derer die fur die Verwaltung der ermittelten Informationen verwendete interne
Datenstruktur durch eine externe ersetzt wird, im Allgemeinen keine e zienten Algorith-
men. Wahlt man z.B. einen B-Baum [13] als externe Datenstruktur zur Speicherung der
durch die sweepHyperebene gesammelten Informationen, so benétigt ein Algorithmus,
der im RAM-Modell eine Laufzeit von O(N logN) aufweist, insgesamtO(N logg N) 1/O-
Operationen. Diese (obere) Grenze stellt jedoch fir Probleme mit einer I/O-Komplexitat
von ( % logy-p %) keine optimale Grenze dar, vgl. Breimann und Vahrenhold [19].

Ein Ansatz zur e zienten Losung geometrischer Probleme im 1/0O- bzw. anderen Mehr-
speichermodellen wird durch die von Goodricket al. [39] vorgestelltedistribution sweeping
Technik gegeben. Diese kombiniert daplane sweepgkonzept mit einem divide and conquer
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1
L.
(a) Plane sweep (b) Distribution sweeping

Abbildung 6.4: L&ésung geometrischer Probleme mit Hilfe desplane sweep bzw. distribution
sweepingParadigmas, vgl. [19]

Vorgehen: Informell beschrieben wird durch Anwendung dieser Technik im 1/0O-Modell ein
zweidimensionales geometrisches Problem zunéchst i %) parallele (vertikale) Strei-
fen unterteilt, die jeweils ungefahr gleich viele geometrische Datenobjekte (z.B. Punkte
oder Endpunkte von Liniensegmenten) enthalter?. Jeder dieser Streifen wird anschlieyend
anhand einessweepsvon oben nach unten bearbeitet und ggf. rekursiv weiter betrachtet,
vgl. Abbildung 6.4 (b). Die generelle Vorgehensweise dadistribution sweepingwurde von
Goodrich et al. [39] fur das I/O-Modell konzipiert.

Breimann und Vahrenhold [19] beschreiben die Anwendung der Technik im 1/0O-Modell
auf ein zweidimensionales Problem wie folgt: Bevor das rekursive Verfahren gestartet wird,
werden alle geometrischen Datenobjekte bzgl. deweepRichtung sortiert. Fir die e zien-
te (rekursive) Aufteilung in Streifen wird zudem die Menge allerx-Koordinaten in aufstei-
gender Reihenfolge sortiert. Zu Beginn eines jeden rekursiven Aufrufs ndet eine Aufteilung
der aktuellen Datenmenge in ( M=B) Streifen statt. Anschlieyend werden mittels eines
sweepsiber die Streifen Informationen hinsichtlich der Beziehungen zwischen Objekten
aus unterschiedlichen Streifen gesammelt. Beziehungen zwischen Objekten aus dem glei-
chen Streifen werden rekursiv ermittelt. Die Rekursion bricht ab, sobald ein (rekursives)
Teilproblem in den internen Speicher passt und somit e zient gelést werden kann. Die
fur die Aufteilung einer Datenmenge in Teilprobleme bendétigten Partitionierungselemente
kénnen mit Hilfe der zu Beginn erstellten sortierten Menge der x-Koordinaten aller Da-
tenobjekte pro Rekursionsebene in( N=B) I/O-Operationen bestimmt werden. Besitzt
der sweepzur Bestimmung von Beziehungen zwischen Objekten aus verschiedenen Strei-

2Geometrische Objekte kdnnen ggf. mehrere Streifen tiberdecken. In diesem Fall werden sie dem maxi-
malen Intervall zusammenhé&ngender Streifen zugeordnet, mit denen sie jeweils interagieren, vgl. Breimann
und Vahrenhold [19].
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fen ebenso eine in der Anzahl der involvierten Datenelemente lineare I/O-Komplexitat,
d.h. ( N=B) I/O-Operationen pro Rekursionsebene, so ergibt sich fir die Gesamtkomple-
xitt des Verfahrens eine obere Grenze vo@(% logy=g %) I/O-Operationen.

Brodal und Fagerberg [20] zeigen, wie diglistribution sweepingTechnik im Kontext
des cache-obliviousModells e zient umgesetzt werden kann. Sie betrachten die Anwen-
dung dieser Technik als einen Verschmelzungsprozess: Die geometrischen Datenobjekte
werden zunéchst bzgl. einer Dimension sortiert und anschlieyend mittels einevide and
conquer-Ansatzes in Teilprobleme aufgeteilt, deren Losungen nach Bearbeitung aller rekur-
siven Aufrufe verschmolzen , d.h. zu einer Gesamtlésung kombiniert werden. Die genauen
Details der Verschmelzung von Teilproblemen variieren dabei im Allgemeinen von Problem
zu Problem. Der zentrale Baustein ihrer Technik besteht in dem in Kapitel 3 vorgestellten
lazy funnelsortVerfahren, mit dessen Hilfe der Verschmelzungsprozess durchgefiihrt wird.

Als Anwendungen ihrer Technik geben Brodal und Fagerberg [20] e ziente Verfahren
zur Lésung einiger Probleme aus der algorithmischen Geometrie an. Fur das weitere Vorge-
hen ist eines dieser Beispiele von besonderem Interesse und soll nun detailliert beschrieben
werden. Ebenso wird anhand dieses Beispiels die inache-obliviousModell e ziente Um-
setzung derdistribution sweepingTechnik genauer erlautert.

Gebundelte orthogonale Bereichsanfragen

Der von Gudmundsson und Vahrenhold [45] vorgestellte Ausdiinnungsalgorithmus verwen-
det (spezielle) orthogonale Bereichsanfragen, um die Kanten des gesuchten ausgedinnten
Graphen G°zu bestimmen. Die formale De nition des im Folgenden untersuchten Problems
lautet wie folgt:

Problem. Sei eine MengeE von Punkten in der Ebene und eine Meng& von achsenpar-
allelen Rechtecken mitjQj 2 O (JEj) gegeben. Pro RechteclR 2 Q soll jeder Punkt p 2 E
mit p2 R\E gefunden und die Punkt-Rechteck-Kombination(R; p) ausgegeben werden.

Bevor das im Kontext des cache-obliviousModells e ziente Verfahren zur Losung des
obigen Problems angegeben wird, soll die zugrundeliegende allgemeine Vorgehensweise be-
sprochen werden, welche unmittelbar zu e zienten Algorithmen im RAM- und 1/0O-Modell

fuhrt.

Allgemeine Vorgehensweise Brodal und Fagerberg [20] beschreiben den allgemeinen
distribution sweepingAnsatz zur Lésung des obigen Problems wie folgt: Zun&chst wird die
Menge bestehend aus allefEj Punkten und allen 2jQj oberen linken und oberen rech-
ten Eckpunkten der jQj Rechtecke bzgl. der ersten Koordinate sortiert (die Punkte aus
E werden im Folgenden alsEingabepunktebezeichnet). Jeder der Eckpunkte wird dabei
um eine vollstandige Darstellung des dazugehérigen Rechtecks erganzt. Nach diesem Vor-
sortierungsschritt wird analog zu obiger Beschreibung dedistribution sweepingTechnik
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ein divide and conquerAnsatz bzgl. der ersten Koordinate angewendet, durch den eine
Aufteilung der Menge in vertikale Streifen statt ndet. Nach der rekursiven Bearbeitung

der Streifen werden diese wieder verschmolzen, d.h. die Punktsequenzen aus zwei be-
nachbarten StreifenA und B zu einer bzgl. der zweiten Koordinate sortierten Sequenz von
Punkten aus dem StreifenA [ B vereinigt. Dieser Verschmelzungsprozess kann atsveep

von unten nach oben angesehen werden, durch welchen die Punkte sukzessiv abgearbeitet
werden.

Wahrend des Verschmelzungsprozesses zweier Streiferund B werden zwei ListenL
und Lg erstellt: Lo (bzw. Lg) enthalt diejenigen Eingabepunkte ausA (bzw. B), wel-
che sich unterhalb der (imagindren)sweepLinie be nden. Die sukzessive Abarbeitung der
Punkte durch den sweepgeschieht wie folgt: Ist der nachste zu bearbeitende Punkp ein
Eingabepunkt ausA (bzw. B), so wird dieser in die ListeL o (bzw. Lg) eingefligt. Ist p ein
zu einem RechteckR gehdrender oberer Eckpunkt au®A (bzw. B) und Uberspannt R den
Streifen B (bzw. A) komplett bzgl. der ersten Koordinate, so werden alle Punkt-Rechteck-
Kombinationen (R;p) mit p2 R\ B (bzw. p2 R\ A) ausgegeben, indem die Listd g
(bzw. L) bis zum ersten Punkt unterhalb von R traversiert wird. Uberspannt das Recht-
eck R den StreifenB (bzw. A) nur teilweise, so sind alle Punkt-Rechteck-Kombinationen
(R;p) mit p2 R\ B (bzw. p 2 R\ A) schon durch die (zuvor abgearbeiteten) rekursi-

ven Aufrufe ausgegeben worden. In Abbildung 6.5 wird der Verschmelzungsprozess zweier
Streifen veranschaulicht.

[ [ M
] A B ] ] A B |
‘ ‘ s | 1
: : [Pz |
La : P11 : P2 Ls La : P11 : P2 Ls
] Ps . Ps
: p7 : : : p7 : :
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R1 ‘ ‘ ‘ R1
P2 ‘ A
! : : o m
(a) Bearbeitung eines Eingabepunktes (b) Bearbeitung eines oberen Eckpunktes

Abbildung 6.5: Verschmelzungsprozess zweier StreifeA und B. Abbildung (a) zeigt die Bear-
beitung des Eingabepunktesp,, durch welche dieser in die ListeL o eingefiigt wird. Abbildung
(b) veranschaulicht die Bearbeitung des oberen Eckpunktegs. Durch eine Traversierung der Li-
ste Lg konnen die Punkt-Rechteck-Kombinationen (Rq; ps) und (Ry;ps) ausgegeben werden. Die

Punkt-Rechteck-Kombinationen (Ry; ps); (R2; pe) und (R2; p1p) wurden schon durch die rekursive
Bearbeitung der Streifen ausgegeben.
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Wie Brodal und Fagerberg [20] bemerken, ergibt dieses Verfahren unmittelbar e zien-
te Algorithmen im RAM- und I/O-Modell: In beiden Fallen missen die L-Listen nur far
jeweils einen aktiven Verschmelzungsprozess gespeichert werden. Die rekursive Aufteilung
der Datenmenge in jeweils zwei Streifen fihrt somit im RAM-Modell zu einem Algorith-
mus mit einer Laufzeit von O(jEjlogjEj) und einem Speicherplatzbedarf vorO(JEj). Im
I/0-Modell ergibt sich durch eine rekursive Aufteilung der Datenmenge in ( %) Streifen
ein Algorithmus mit einer I/O-Komplexitat von O(sort(jEj)) I/O-Operationen und einem
Speicherplatzbedarf vonO(jEj).

Der Schlussel zu einem im Kontext degache-obliviousModells e zienten Algorithmus
zur Lésung des obigen Problems wird durch das in Kapitel 3 vorgestelltéazy funnel-
sort-Verfahren gegeben. Eine direkte Anwendung obiger Ideen unter Verwendung dieses
Sortierverfahrens fuhrt jedoch zu einem ine zienten Verfahren. Dieses wird zunachst kurz
erlautert. Anschlieyend werden die von Brodal und Fagerberg [20] entwickelten Verande-
rungen besprochen, die letztendlich den gewtlinschten e zienten Algorithmus ergeben.

Ine zientes  Cache-Oblivious -Verfahren  Eine zu der obigen Beschreibung analoge
Vorgehensweise unter Verwendung delsizy funnelsort-Verfahrens hat den folgenden Auf-
bau: Zunachst wird die Menge bestehend aus alleN = jEj Eingabepunkten und allen
2K = 2jQj oberen linken und oberen rechten Eckpunkten deK Rechtecke in einem Vor-
sortierungsschritt bzgl. der ersten Koordinate sortiert. Die bzgl. der ersten Koordinate
sortierte Liste wird anschlieyend mit Hilfe deslazy funnelsort-Verfahrens bzgl. der zweiten
Koordinate sortiert. Die Liste wird dadurch in (N +2K)1=d bzgl. der ersten Koordinate
sortierte Segmente aufgeteilt, welche rekursiv bearbeitet und nach Abarbeitung aller rekur-
siven Aufrufe mit Hilfe eines(N + 2K )1=d-VerschmeIzers zu einer bzgl. der zweiten Koordi-
nate sortierten Liste verschmolzen werdend  2). Wird bei dem Verschmelzungsprozess in
einem (inneren) Knoten des(N + 2K )1=d—VerschmeIzers zuerst derjenige Punkt der beiden
zugehorigen Eingabestréme in den Ausgabepu er des Knotens bewegt, welcher den kleine-
ren y-Wert aufweist, so entspricht der gesamte Verschmelzungsprozess in diesem Knoten
einemsweepvon unten nach oben. Bei diesensweepkann analog zum obigen Vorgehen die
Ausgabe der Punkt-Rechteck-Kombinationen statt nden: Dazu werden in einem Knoten
des(N +2K )1=d-VerschmeIzers mit Hilfe vonL-Listen Informationen Uber die Eingabe-
punkte unterhalb der imaginéren sweepLinie aufrecht erhalten und bei Bearbeitung eines
oberen Eckpunkts entsprechende Informationen ausgegeben. Der um diese Bearbeitung er-
ganzte Verschmelzungsprozess in einem Knoten déd + 2K )1:d-VerschmeIzers entspricht
dann der obigen Verschmelzung zweier StreifeA und B, vgl. Abbildung 6.6.

Dieser Ansatz fuhrt jedochnicht direkt zu einem optimalencache-obliviousAlgorithmus.
Wie Brodal und Fagerberg bemerken, besteht das Problem in der Speicherung der fir die
Ausgabe der entsprechenden Punkt-Rechteck-Kombinationen benétigteh-Listen. Durch
die wechselweise Ausfuhrung der einzelnen Verschmelzungsprozesse in den jeweiligen Kno-
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(a) k-Verschmelzer (b) Verschmelzung zweier Streifen

Abbildung 6.6: Verschmelzung von Streifen mit Hilfe einesk-Verschmelzers. In Abbildung (a)
ist ein Knoten v des Verschmelzers hervorgehoben. Der Verschmelzungsprozess in diesem Knoten
korrespondiert mit der Verschmelzung der beiden hervorgehobenen Streifen in Abbildung (b).

ten des(N +2K )1:d—VerschmeIzers ist im Allgemeinemicht nur ein Verschmelzungspro-
zess aktiv (wie dies der Fall im RAM- und 1/O-Modell ist). Jeder der N Eingabepunkte
misste somit im schlimmsten Fall auf jeder Ebene defN + 2K )1:d-VerschmeIzers in min-
destens einer dellL-Listen gespeichert werden, wodurch sich die Speicherkomplexitat des
(N +2K )1:d-VerschmeIzers auf( N logN) belaufen wirde. Dieser Speicherplatzbedarf, so
Brodal und Fagerberg, ist suboptimal und stellt weiterhin ein Problem in der Analyse von
Theorem 3.2.3 dar, da in dieser ein sublinearer Speicherplatzbedarf vdaVerschmelzern
angenommen wird.

E zientes Cache-Oblivious -Verfahren  Brodal und Fagerberg [20] verringern diesen
suboptimalen Speicherplatzbedarf, indem sie zum Einen nicht nur dieK oberen Eckpunk-

te sondern alle4dK Eckpunkte der K Rechtecke betrachten und zum Anderen die Funkti-
onsweise detk-Verschmelzer verdndern. Dabei teilen sie die Anwendung eines solchen in
zwei Durchléaufe auf. Im ersten Durchlauf wird ohne Speicherung derL-Listen fir jeden
Knoten desk-Verschmelzers die Anzahl der Eingabepunkte bestimmt, die bei Abarbeitung
des Verschmelzungsprozesses in diesem Knoten jeweils mindestens einmal (zusammen mit
einem entsprechenden Rechteck als Punkt-Rechteck-Kombination) ausgegeben werden. Im
zweiten Durchlauf werden zwar dieL-Listen gespeichert, jedoch wird ein Eingabepunkt
nur dann in eine L-Liste eingefligt, wenn dieser im Laufe des Verschmelzungsprozesses
mindestens einmal ausgegeben wird. Zudem zerlegen Brodal und Fagerberg diesen zweiten
Durchlauf in Iterationen, um linearen Speicherplatzbedarf zu erreichen. Die Details dieser
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beiden Durchlaufe werden nun genauer beschrieben. Anschlieyend wird der e zient@ache-
oblivious-Algorithmus zur Bearbeitung des obigen Problems angegeben und analysiert.

1. Durchlauf eines  k-Verschmelzers  Im ersten Durchlauf werden Informationen
Uber die Eingabepunkte und Rechtecke gesammelt. Die obigdn-Listen werden nochnicht
gespeichert und es werden auch keine Punkt-Rechteck-Kombinationen ausgegeben. Statt-
dessen wird ein Knoten desk-Verschmelzers um die folgenden vier Variablen erweitert:
Die Variablen a bzw. b geben jeweils die Anzahl der Rechtecke mit zwei Eckpunkten iB
bzw. A an, welche diesweepLinie schneiden und den StreifenA bzw. B bzgl. der ersten
Koordinate komplett Uberdecken. Die Variablenra bzw. rg geben jeweils die Anzahl der
Eingabepunkte in A bzw. B unterhalb der sweepLinie an, welche im Laufe des Verschmel-
zungsprozesses in diesem Knoten mindestens einmal ausgegeben werden.

(a) Knoten v desk-Verschmelzers (b) Verschmelzung zweier Streifen

(c) Knoten v desk-Verschmelzers (d) Verschmelzung zweier Streifen

Abbildung 6.7:  Verschiedene Zustande bei der Verschmelzung zweier Streifen wahrend des ersten
Durchlauf eines verandertenk-Verschmelzers. Die in dem korrespondierenden Knoten gespeicher-
ten konstant vielen Informationen werden wahrend dieses Vorgangs entsprechend aktualisiert.

Diese Informationen kdnnen wahrend des Verschmelzungsprozesses in einem Knoten
leicht ermittelt bzw. aufrecht erhalten werden, vgl. Abbildung 6.7: Ist der ndchste zu be-
arbeitende Punkt ein zu einem RechteckR gehoérender unterer Eckpunkt ausA (bzw. B)
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und Uberspannt R den StreifenB (bzw. A) komplett bzgl. der ersten Dimension, so wird
b (bzw. a) um eins erhoht. Entsprechend kénnen bei Bearbeitung eines oberen Eckpunkts
diese Variablen um eins verringert werden, d.hb (bzw. a) wird bei Bearbeitung eines
oberen Eckpunktes ausA (bzw. B) um eins verringert, wenn dieser zu einem RechtecR
gehort, welches den StreiferB (bzw. A) komplett bzgl. der ersten Dimension Uberspannt.
Ist der né&chste zu bearbeitende Punkt ein Eingabepunkt aus (bzw. B), so wird ra (bzw.
rs) genau dann um eins erhoht, wenra (bzw. b) gréyer null ist.

2. Durchlauf eines k-Verschmelzers Im zweiten Durchlauf vollzieht sich die ei-
gentliche Ausgabe der Punkt-Rechteck-Kombinationen. Dazu werden im Gegensatz zum
ersten Durchlauf dieL -Listen tatsachlich erstellt. Anhand der 4K Eckpunkte kénnen ana-
log zum ersten Durchlauf wahrend des Verschmelzungsprozesses fir jeden Knoten die bei-
den obigen Variablena und b aufrecht erhalten werden. Mit Hilfe der beiden Variablen ist
es dann moglich, einen Eingabepunkt nur dann in eine del-Listen des Knotens einzufi-
gen, wenn dieser wahrend des Verschmelzungsprozesses in diesem Knoten auch mindestens
einmal ausgegeben wird, d. h. ein Eingabepunkt aus einem Streifénbzw. B wird nur dann
in die Liste La bzw. Lg des Knotens eingeflgt, wenra bzw. b gréyer null ist. Durch diese
Anderung wird fiir die beiden L-Listen des Knotens hichsten®(ra + rg) Speicherplatz
bendtigt. Da jeder in einer dieser Listen eingefligte Punkt mindestens einmal ausgegeben
wird, ist dieser Speicherplatzbedarf weiterhin durch den Speicherplatzbedarf beschrankt,
der fur die Ausgabe der Punkt-Rechteck-Kombinationen in diesem Knoten benétigt wird.

Um insgesamt linearen Speicherplatzbedarf fur einen (veranderter-Verschmelzer zu
erreichen, teilen Brodal und Fagerberg diesen zweiten Durchlauf in Iterationen ein. Durch
jede dieser Iterationen (mit Ausnahme der letzten Iteration) werden unter Verwendung
von O(k9) Speicherplatz jeweils ( k%) Punkt-Rechteck-Kombinationen ausgegeben. Die
Aufteilung in Iterationen geschieht mit Hilfe der im ersten Durchlauf fir jeden Knoten
berechneten Wertera und rg: Zu Beginn jeder lteration wird entweder ein (beliebiger)
Knoten v, fiir den die Summe der - und rg -Werte seiner Nachfolger zwischek® und 3k¢
liegt (fur jeden Knoten gilt ra+ rg k), oder, falls ein solcher Knoten nicht existiert, die
Wurzel des k-Verschmelzers ausgewahlt. Die Auswahl eines solchen Knotens gelingt mit
Hilfe einer Postorder-Traversierung dek-Verschmelzers. Dazu wird die FunktionTraver-
se (Algorithmus 6.2) zu Beginn jeder Iteration auf den Wurzelknoten desk-Verschmelzers
angewendet. Die HilfsprozedumlNext-Iteration (v) markiert einen Knoten v und beendet
alle aktuellen Instanzen der Funktion Traverse

Nach Auswahl eines solchen Knotens wird ein Array der Groye 3k9 erzeugt, um die
La- und Lg-Listen der Nachfolger vonv speichern zu kénnen. Anschlieyend wird der Ver-
schmelzungsprozess in diesem Knoten vollstdndig durchgefihrt, d.h. die Prozedéill
solange aufv angewendet, bis die beiden Eingabestréome von aufgebraucht sind. Bei die-
sem Vorgang wird die Ausgabe des Knoteng nicht in dem (evtl. zu kleinen) Ausgabepu er
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Funktion Traverse (V)

Eingabe: Ein Knoten v einesk-Verschmelzers.

Ausgabe: Summe derr- und rg -Werte der Nachfolger vonv.
1: if vist ein Blatt then
2:  return O

3: else

4: S_ = Traverse (Linkes Kind von v)
5. Sg = Traverse (Rechtes Kind von v)
6: if (S.+ Sr 2 [kY9;3k9)) then

7 Next-Iteration (v)

8: end if

9: return S + Sy

10: end if

Algorithmus 6.2:  Auswahl eines geeigneten Knotens déls-Verschmelzers

von v sondern in einem temporaren Array der GroyeD (k9) gespeichert. Nachdem der Ver-
schmelzungsprozess im komplett abgearbeitet wurde, werden dier5- und rg-Werte aller
Nachfolger vonv auf null gesetzt und der Inhalt des temporéaren Arrays in ein globales
Array der Groye O(kY) transferiert. Dieses globale Array enthalt die verschmolzenen Li-
sten, welche aus den Verschmelzungsprozessen der verschiedenen Iterationen hervorgegan-

des temporaren Arrays an die Stellel + ::11N| und die darauf folgenden kopiert und
danach mit der nachsten Iteration fortgefahren.

Algorithmus und Analyse Die Anwendung eines veranderterk-Verschmelzers be-
steht also aus den beiden gerade beschriebenen Durchlaufen. Aufgrund dieser Anderungen
besitzt die Anwendung eines solcherk-Verschmelzers nur einen linearen Speicherplatz-
bedarf, wodurch insgesamt der folgende&ache-obliviousAlgorithmus zur e zienten Be-
arbeitung des eingangs gestellten Problems ermdglicht wird: Im ersten Schritt wird die
Menge bestehend aus dei = jEj Eingabepunkten und den4K Eckpunkten der K = jQj
Rechtecke bzgl. der ersten Koordinate sortiert. Die resultierende Liste wird anschlieyend
in (N +4K)¥d zusammenhéngende Segmente aufgeteilt, welche rekursiv bearbeitet und
anschlieyend mit Hilfe eines veranderten(N + 4K ) 9-Verschmelzers zu einer bzgl. der
zweiten Koordinate sortierten Liste verschmolzen werdeifd 2). Die Anwendung des ver-
anderten (N +4K )7 9-Verschmelzers setzt sich aus den beiden obigen Durchlaufen zusam-
men: Im ersten Durchlauf werden Informationen Uber die Eingabepunkte und Rechtecke
gesammelt, welche die im zweiten Durchlauf statt ndende e ziente Ausgabe der Punkt-



124 KAPITEL 6. AUSDUNNUNG DICHTER SPANNER-GRAPHEN

Rechteck-Kombinationen ermdglichen. Die Analyse dieses Verfahrens wird durch das fol-
gende Lemma gegeben:

6.4.1 Lemma ([20]). Sei eine MengeE von Punkten in der Ebene und eine Meng®
von orthogonalen Bereichsanfragen auE mit jQj 2 O (JEj) gegeben. Unter der Annahme
von M 2 ( B@D=d Dy fijr ein d 2 verursacht die Bearbeitung aller Anfragen durch
das obige Verfahren hochsten®(sort(jEj) + %) Speichertransfers, wobeil' die Anzahl der
insgesamt ausgegebenen Punkt-Rechteck-Kombinationen ist.

Beweis. Die Sortierung derN + 4K Punkte bzgl. der ersten Koordinate verursacht
O (sort(N +4K)) = O (sort(JE))

Speichertransfers. Da in den ersten Durchlaufen der verandertek-Verschmelzer die Kno-
ten jeweils nur um konstant viele Informationen erganzt werden, verursacht die Abarbei-
tung aller ersten Durchlaufe insgesamt ebenso hochster@3 (sort(JEj)) Speichertransfers.
Es missen somit nur die zweiten Durchlaufe der involvierterk-Verschmelzer analysiert
werden.

Die Analyse der zweiten Durchlaufe orientiert sich an den Beweisen zu den Theoremen
3.2.3 und 3.3.2. Der zweite Durchlauf einek-Verschmelzers ist in Iterationen eingeteilt,
von denen jede nach Konstruktion einen Speicherplatzbedarf vor( k%) besitzt. Weiter-
hin werden durch jede lteration, mit Ausnahme der letzten, mindestens ( k9) Punkt-
Rechteck-Kombinationen ausgegeben. Der Speicherplatzbed&@tk) fir den zweiten Durch-
lauf einesk-Verschmelzers ist also insgesamt linear in der Anzahl der bearbeiteten Punkte,
d.h. S(k) ¢ k9 fur eine passende Konstante > 0. Die Anzahl der durch Anwendung
eines verandertenk-Verschmelzers verursachten Speichertransfers kann somit analog zum
Beweis des Theorems 3.3.2 analysiert werden:

Ist der k-Verschmelzer selbst ein Basisbaum, so werden durch Anwendung desselben
O(k + ‘E—d + %) Speichertransfers verursacht, wobel die Anzahl der durch die Anwen-
dung desk-Verschmelzers ausgegebenen Punkt-Rechteck-Kombinationen sei. Ansonsten
kann wieder die Einteilung desk-Verschmelzers in Basisbaume betrachtet werden. Sei da-
zu k die Anzahl der Blatter eines solchen Basisbaums. Zusatzlich zu den urspriinglichen
Speichertransfers fallen bei Anwendung eines Basisbaums nun die Speichertransfers fiir die
Bearbeitung der L-Listen der Knoten des Basisbaums an. Dabei kdnnen jedoch die durch
das Schreiben von Elementen in did -Listen verursachten Speichertransfers den Kosten
fur das Einlesen der Elemente aus den Eingabestromen des Basisbaums zugeschrieben
werden. Ebenso kénnen die durch das Lesen von Elementen aus deibisten verursachten
Speichertransfers den Kosten fiir die Ausgabe der Punkt-Rechteck-Kombinationen aufer-
legt werden. Unter der Annahme, dass kein direkt unter dem Basisbaum liegender groyer
Pu er geleert wird, fallen bei Anwendung des Basisbaums also wieder hdchstelﬁ('g—d)
Speichertransfers an, WaQ(Bi) amortisierten Speichertransfers pro Element entspricht.
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Insgesamt werden deshallpro Iteration héchstens O(k + "B—d + %0) Speichertransfers
verursacht, wobei T? die Anzahl ausgegebenen Punkt-Recht-Kombinationen plus die An-
zahl der durch den Transfer von Elementen zwischen den Basisbaumen anfallenden Spei-
chertransfers sei. Die Anwendung der Prozedullraverse auf den Wurzelknoten desk-
Verschmelzers zu Beginn einer jeden lteration kdonnte evtl. involvierte Blocke aus dem
internen Speicher verdrangen, was zum erneuten Laden dieser Blocke fuhren wirde. Da
pro Iteration aber mindestens ( "B—d) Punkt-Rechteck-Kombinationen ausgegeben werden,
koénnen die Kosten fiir das erneute Laden diesen Ausgabeelementen auferlegt werden.

Fur alle Iterationen betragt die Anzahl der durch den Transfer von Elementen zwischen
den Basisbaumen verursachten Speichertransfers insgesamt hbchst@ﬁé—d logy, k9). Die
Anwendung eines veranderterk-Verschmelzers verursacht deshalb insgesarﬁ’t("B—d logy, k9+
%) Speichertransfers und benbtiglO(‘E—d) Speicherblécke. Analog zur Analyse delazy fun-
nelsort-Verfahrens (Theorem 3.2.3) folgt dann, dass der gesamte Algorithmus hochstens

N +4K N +4K T
O d —" l0Qys —— +

T
— = +
O sort(jEj)

Speichertransfers verursacht.

In Anlehnung an die von Gudmundsson und Vahrenhold [45] vorgestellte Version des Ver-
fahrens von Argeet al. [11] zur e zienten Bearbeitung von (speziellen) orthogonalen Be-
reichsanfragen im 1/O-Modell kann die folgende Variante des obigen Lemmas gezeigt wer-
den:

6.4.2 Lemma. Sei eine MengeE von Punkten in der Ebene und eine Meng® von ortho-
gonalen Bereichsanfragen aukE mit jQj 2 O (JEj) gegeben. Soll pro RechtedR aus Q mit
R\E 6 ; genau eine Punkt-Rechteck-KombinatiorfR; p) mit p 2 R\E ausgegeben werden,
so verursacht die Bearbeitung aller Anfragen unter der Annahme voll 2 ( B(d*D=(d 1))
fur ein d 2 insgesamt héchsten®©(sort(jEj)) Speichertransfers.

Beweis. Die Bearbeitung dieser speziellen Bereichsanfragen gestaltet sich als wesentlich
einfacher als die Bearbeitung der allgemeinen Bereichsanfragen, bei denen pro Anfra-
gerechteckR 2 Q jede Punkt-Rechteck-Kombination (R;p) mit p 2 R\ E ausgegeben
werden muss. Das Problem bei Bearbeitung der allgemeinen Bereichsanfragen besteht in
der Speicherung der fur die Ausgabe der Punkt-Rechteck-Kombinationen benétigteh -
Listen. Dieses Problem tritt bei Bearbeitung der speziellen Bereichsanfragen nicht auf.
Da pro Rechteck R 2 Q jeweils nur maximal eine Punkt-Rechteck-Kombination (R; p)
mit p 2 R\ E ausgegeben werden muss, kann die folgende Variante des im Kontext der
allgemeinen Bereichsanfragen ine zientencache-obliviousVerfahrens verwendet werden:

In einem Vorsortierungsschritt werden diejEj + 2jQj Eingabe- und oberen Eckpunkte
bzgl. der ersten Koordinate sortiert. Anschlieyend wird die bzgl. der ersten Koordina-
te sortierte Liste mit Hilfe des lazy funnelsortVerfahrens bzgl. der zweiten Koordinate
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sortiert. Wahrend der Verschmelzung zweier Streifen in einem Knoten eines involviertek-
Verschmelzers ndet analog zum urspriinglichen (ine zienten) Verfahren die Ausgabe der
Punkt-Rechteck-Kombinationen statt. Im Gegensatz zum urspriinglichen Verfahren wird
aber jeweils nur der sich direkt unter der (imaginaren)sweepLinie be ndende Eingabe-
punkt aus dem StreifenA bzw. B in der La- bzw. Lg-Liste gespeichert. Bei Abarbeitung
eines zu einem RechtecR gehérenden oberen Eckpunkts au8 bzw. B wird dann geprift,

ob das zugehorige RechtecR den StreifenB bzw. A Uberspannt und falls ja, ob der in
der Liste Lg bzw. L gespeicherte Punktp in R liegt. Sind beide Bedingungen erflillt,
so wird die Punkt-Rechteck-Kombination (R; p) ausgegeben. Der obere Eckpunkt wird in
diesem Fallnicht weiter bearbeitet, d. h. nicht in den Ausgabepu er des aktuellen Knotens
bewegt. Ist eine der beiden Bedingungen nicht erfillt, so wird der Eckpunkt zur weiteren
Bearbeitung in den Ausgabepu er des Knotens bewegt. Da fir jedes Rechteck insgesamt
zwei obere Eckpunkte bearbeitet werden, kébnnen durch den obigen Sortierschritt héch-
stens zwei Punkt-Rechteck-Kombinationen pro Rechteck ausgegeben werden. Diese Dupli-
kate lassen sich nach Beendigung des Sortierschritts durch einen weiteren Sortierschritt
mit anschlieyender Traversierung entfernen.

Der Vorsortierungsschritt und das Entfernen von Duplikaten am Ende des Algorithmus
verursacht jeweils hochstengD(sort(jJEj)) Speichertransfers. Da die Knoten eines bei dem
zweiten Sortierschritt involvierten k-Verschmelzers jeweils nur konstant viele Informationen
speichern, werden durch diesen Schritt ebenso hdchste(sort(jEj)) Speichertransfers
verursacht.

6.4.2 Markierungstechniken fur Baume

Fir die 1/0-e ziente Ausdinnung eines Spanner-Graphen fihren Gudmundsson und Vah-
renhold [45] allgemeine Markierungstechniken fir Baume ein. Die folgenden drei Lemma-
ta fassen diese Markierungstechniken, angepasst an die Bedirfnisse aeshe-oblivious
Modells, zusammen.

6.4.3 Lemma ([45]). Sei ein BaumT mit N Knoten gegeben. Dann kdnnen all©(N)
Blatter des Baums mit O(sort(N)) Speichertransfers in einer von-links-nach-rechts-Ord-
nung markiert werden.

Beweis. Gudmundsson und Vahrenhold berechnen zunéchst eine Euler-Tour fdr, aus der
sie anschlieyend das BFS-Level fur jeden Knoten vol ermitteln. Dieser Prozess l&sst sich
im cache-obliviousModell ebenso mit héchsten®©(sort(N)) Speichertransfers durchfiihren
[7, 24]. Wahrend eines erneuten Durchlaufs der Knotenmenge anhand der Euler-Tour kann
ein Knoten von T als Blatt erkannt werden, da das BFS-Level eines solchen mit einem
lokalen Maximum korrespondiert. Im Zuge dieser Traversierung lassen sich die Blatter
zudem in der gewlnschten Ordnung markieren. Die Korrektheit dieser von-links-nach-
rechts-Markierung folgt aus der Tatsache, dass die Knoten in Préaorder traversiert werden
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und somit jeder Knoten vor seinem rechten Geschwisterknoten betrachtet wird. Wie auch
im 1/O-Modell werden die Kosten fur den gesamten Vorgang durch die Kosten fir die
Berechnung der Euler-Tour dominiert; es werden also insgesamt hodchstei@(sort(N))
Speichertransfers verursacht.

6.4.4 Lemma ([45]). Sei ein Baum T mit N Knoten gegeben, dessen Blatter in einer
von-links-nach-rechts-Ordnung markiert sind. Dann kann jeder innere Knoterv mit einem
Intervall [ly;ry];lv;rv 2 N; markiert werden, so dass die folgenden Bedingungen erfillt
sind:

(1) Jedes Blatt in dem in v gewurzelten Teilbaum ist mit einer ganzen Zahl(v) 2 [ly;ry]
markiert.

(2) Es existiert mindestens ein Blatt in dem inv gewurzelten Teilbaum, welches mit einer
Zahl I(v) 2 [ly; ry] markiert ist.

(3) Das Intervall [ly;ry] ist das kleinste Intervall, welches diese Eigenschaften erflllt.

Die Markierung aller inneren Knoten verursacht O(sort(N)) Speichertransfers.

Beweis. Der Algorithmus von Gudmundsson und Vahrenhold berechnet die gesuchte Mar-
kierung von den Blattern ausgehend, indem er jedem Knoten das minimale Intervall zu-
ordnet, welches die den Kindern des Knotens zugeordneten Intervalle umschlieyt. Jedem
Blatt v mit Markierung |(v) wird dabei zu Beginn das Intervall [I(v); (V)] zugewiesen. Die
dadurch entstehende Markierung aller Knoten erfillt die drei oben angegebenen Eigen-
schaften.

Um diesen Vorgang e zient umzusetzen, berechnen Gudmundsson und Vahrenhold zu-
nachst fur jeden Knoten sein BFS-Level, seine BFS-Nummer und die BFS-Nummer seines
Vaterknotens. Diese Berechnungen kdnnen analog zum Vorgehen im 1/O-Modell mit Hil-
fe von Euler-Tour-Techniken im cache-obliviousModell mit O(sort(N)) Speichertransfers
ausgefuhrt werden [7, 24]. Um nun die Knoten des Baums von den Blattern aus zur Wurzel
hin mit den entsprechenden Intervallen zu markieren, werden diese in absteigender Rei-
henfolge bzgl. ihrer BFS-Levels sortiert und anschlieyend durchlaufen. Sgj das maximale
BFS-Level. Beginnend miti = ig kdnnen wahrend des Durchlaufs iterativ alle Knoten mit
BFS-Leveli undi 1 aus dieser Liste enthommen werden. Die Knoten mit BFS-Level
werden anschlieyend bzgl. der BFS-Nummer ihres Vaterknotens und die Knoten mit BFS-
Leveli 1 bzgl. ihrer BFS-Nummer sortiert. Durch eine simultane Traversierung beider
sortierten Listen kann dann jeder Knotenv auf BFS-Leveli 1 mit dem kleinsten Intervall
markiert werden, welches die den Kindern vorv zugeordneten Intervalle umschlieyt.

Die Korrektheit der Markierung folgt induktiv. Der Aufwand fir diese Markierung
belauft sich auf O(sort(N)) Speichertransfers, da insgesamt konstant viele Euler-Touren
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berechnet werden und jeder Knoten an konstant vielen Sortierschritten beteiligt ist, vgl.
Gudmundsson und Vahrenhold [45].

Die in den Lemmata 6.4.3 und 6.4.4 vorgestellten Markierungstechniken kénnen auf einen
fairen Aufteilungsbaum T, der fir die EckenmengeS einest-SpannersG = ( S; E) konstru-
iert wurde, angewendet werden. Die Markierung der Blatter vonT impliziert dann eine
Ummarkierung der Ecken ausS: Zu jeder Eckep 2 S existiert in T genau ein Blatt v mit

Gudmundsson und Vahrenhold [45] zeigen, wie die Ummarkierung der Eckenmenge
dest-SpannersG I/O-e zient auf die Kantenmenge E von G abgebildet werden kann. Die-
ser Vorgang lasst sich im Kontext descache-obliviousModells ebenso e zient realisieren:

6.4.5 Lemma ([45]). Sei eine eindeutige Ummarkierung der Eckenmengg@ RY eines
t-Spanners G = ( S;E) gegeben. Dann kann jede gerichtete Kante = (p;q 2 E mit
der Markierung (I(p); 1(g)) gekennzeichnet werden, wobé{p) und I(q) die beiden neuen
Markierungen der Eckenp und q sind. Liegen die KantenmengeE und ein Baum vor,
welcher die ummarkierten Ecken des$-Spanners in seinen Bléattern speichert, so kdnnen
alle Kanten mit O(sort(jEj)) Speichertransfers ummarkiert werden.

Beweis. Die ummarkierten Ecken ausS kdnnen mit O(sort(jSj)) Speichertransfers mit
Hilfe von Euler-Tour-Techniken aus dem Baum extrahiert und anschlieyend bzgl. ihrer
ursprunglichen Markierung sortiert werden. Indem alle Kanten austE bzgl. der (urspriing-
lichen) Markierungen ihrer Anfangsecken sortiert und anschlieyend zusammen mit der
zuvor erstellten Liste simultan durchlaufen werden, kénnen die Anfangsecken der Kan-
ten ummarkiert werden. Analog kann mit den Endecken verfahren werden. Der gesamte
Vorgang verursacht somit héchsteng (sort(jSj+ jEj)) = O(sort(JEj)) Speichertransfers.

6.4.3 Der Ausdinnungsalgorithmus

Anhand der in den vorherigen Unterabschnitten vorgestellten Techniken kann nun der
im cache-obliviousModell e ziente Ausdiinnungsalgorithmus beschrieben werden. Dieser
folgt zwar der in Abschnitt 6.2 vorgestellten allgemeinen Vorgehensweise, setzt diese jedoch
in einer leicht modi zierten Form um.

Analog zu Gudmundsson und Vahrenhold [45] wird zunachst eine WSPID = (T;R)
fur die EckenmengeS des gegebenet-SpannersG = ( S; E) bzgl. des Wertess = 1((1 +
")(8t +4) + 4) berechnet. Die e ziente Berechnung der WSPD fir S wird durch den in
Abschnitt 4.3 vorgestellten Algorithmus ermdglicht, welcher insgesamiO(sort(jSj)) Spei-
chertransfers verursacht. Wie in diesem Abschnitt beschrieben, wird die RealisatioR =

von Knotenpaarenf vj; wjg mit Knoten aus T reprasentiert.
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Die Knoten von T kénnen anschlieyend mit Hilfe der in den Lemmata 6.4.3 und 6.4.4
vorgestellten Techniken markiert werden. Jedem inneren Knotew wird dadurch ein Inter-
vall [ly;ry]  [1;jSj] und jedem Blatt eine Zahl ausf 1;:: : ; jSjg zugeordnet. Die Markierung
der Knoten impliziert dann, wie oben beschrieben, eine Ummarkierung der Eckenmenge
S; jede Eckep 2 S erhalt dadurch eine neue Markierungl(p). Die Ummarkierung der
EckenmengeS erflllt dabei die folgende Eigenschatft:

6.4.6 Lemma ([45]). Die obige Ummarkierung der Eckenmeng8 erfiillt die Eigenschatt,
dass jede Komponente 2 f A;; Bjg eines scharf getrennten Paarg A;; Big der WSPD mit
einem Intervall [I(C); r(C)] korrespondiert, so dass die neue Markierund(p) einer Ecke
p2 S genau dann in[l(C);r(C)] liegt, wennp 2 C gilt.

Beweis. Seif Aj; Big ein scharf getrenntes Paar der WSPD undC eine Komponente von
fAi;Big. Nach De nition der WSPD gibt es in dem dazugehérigen fairen Aufteilungsbaum
T einen Knotenv mit (v) = C. Da der faire Aufteilungsbaum ein mit der Menge S

verknupfter Binarbaum ist, sind die durch die Blatter des in v gewurzelten Teilbaums von
T dargestellten Punkte genau die Punkte ausC. Weiterhin wurde dem Knoten v durch

den im Beweis zu Lemma 6.4.4 verwendeten Algorithmus ein Intervallly;ry] zugeordnet.
Mit [I(C);r(C)]=[ly;ry] bleibt dann

p2C , I(p) 2 [lv;ry]

ZU zeigen.

Sei zunéchstp 2 C. Nach Wahl von [I(C);r(C)] wird p durch ein Blatt in dem in v
gewurzelten Teilbaum vonT dargestellt, dessen Markierund(p) in [ly; ry] liegt, vgl. Lemma
6.4.4. Esfolgtalsop2 C) 1(p) 2 [ly;rv]

Die Rickrichtung kann durch Kontraposition, also durchpZC) [(p) 2 [ly;ry] gezeigt
werden. Dies gelingt durch einen Widerspruchsbeweis: Gelte algpoZ C und I(p) 2 [ly;ry].
Da die Blatter nach Lemma 6.4.3 in einer von-links-nach-rechts-Ordnung markiert sind,
muss fir alleq 2 C entwederl(qg) > | (p) oderl(q) <I(p) gelten. O.B.d.A. geltel(qg) < | (p)
fur alle q 2 C. Mit Inax Sei die maximale Markierung aller Punkte ausC bezeichnet,
d.h. Imax = maxqc 1(g). Es liegen somit alle Markierungeni(q) in dem Intervall [ly; Imax]-
Da lmax <1(p) ry gilt, fihrt dies zu einem Widerspruch zur Minimalitat des Intervalls
[lv;ryv], vgl. Lemma 6.4.4. Es gilt alsopZ2C ) I(p) 2 [ly;ry] und somit I(p) 2 [ly;rv])
p2C.

Die Ummarkierung der Eckenmenges kann nach Lemma 6.4.5 mitO(sort(jEj)) Speicher-
transfers auf die KantenmengeE abgebildet werden. Dadurch lasst sich jede (gerichtete)

zieren.
Um die Kantenmenge des gesuchten ausgedinnten Graph&? zu konstruieren, wéhlen
Gudmundsson und Vahrenhold [45] anschlieyend fir jedes scharf getrennte Palh;; Big
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Abbildung 6.8:  Abbildung (a) zeigt eine (gerichtete) Kante e = ( p; d), deren Endecken durch ein
scharf getrenntes Paarf A;; Bijg getrennt werden. Das Paarf A;; Bijg wird dabei durch ein unge-

ordnetes Knotenpaarfv;; w;g und die Eckenp und g durch zwei Blatter v und w des zugehdrigen
fairen Aufteilungsbaums T reprasentiert. Abbildung (b) zeigt die durch die Markierungstechniken

induzierten Rechtecke und Punkte. Das ungeordnete Knotenpaarf v;;w;g korrespondiert dabei

mit den beiden Rechtecken(ly,;ry,] [lw;;rw;] und [lw,;rw;] [l ;rv,]. Die rot gekennzeichne-
te Kante e = (p; g wird anhand der Markierungstechniken auf den rot gekennzeichneten Punkt
M (p:q) = (1(p); I(c)) und die Kante e = (q;p auf den Punkt M .,y = (1(0);1(p)) abgebildet.

der WSPD jeweils genau eine der Kanten vorE aus, deren Endpunkte durch das Paar
getrennt werden (falls eine solche existiert). Die Kantenmengé © von G° besteht dann
aus allen ausgewahlten Kanten. Da die Groye der Realisation i©(jSj) liegt, gilt wie
gewiinschtjE§ 2 O (jSj). Die I/O-e ziente Auswahl der Kanten gelingt Gudmundsson
und Vahrenhold [45] mit Hilfe von speziellen Bereichsanfragen, die durch das folgende
Korollar motiviert werden, vgl. Abbildung 6.8:

6.4.7 Korollar ([45]). Sei S RY eine endliche Punktmenge aus derRY, eine bzgl.

ein t-Spanner G = (S;E) mit t 1 und ein fairer Aufteilungsbaum T von S gegeben.
Sind die Knoten ausT und die Ecken ausS wie oben beschrieben markiert, dann gilt
fur ein Knotenpaar fvi;wijg mit (vi) = A; und (w;) = B; und eine gerichtete Kante
e=(p;g 2 E:

p2A "~ g2B; 1(P) 2 [lvisrv] A 1@ 2 [l Tw]

tes Paarfvj; wjg von Knoten des zugehdrigen fairen Aufteilungsbaums reprasentiert. Das
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Funktion PruneSpanner-Cache (G;")

Eingabe: Ein t-SpannerG = (S;E) (t 1) mit endlicher EckenmengeS RY und eine reelle
Konstante " > 0.
Ausgabe: Ein (1 + ")-SpannerG°=( S;E% von G mit jEY 2 O (jSj).
1. EO=;
2: Berechne mit Hilfe des Algorithmus aus Abschnitt 4.3 eine WSPD D =
(T;ff A1;B1g;:::;fAn;Bmgg) von S bzgl. des Wertess = ((1+ ")(8t +4) +4) .
3: Markiere die Knoten des fairen AufteilungsbaumsT mit Hilfe der in den Beweisen zu Lemma
6.4.3 und Lemma 6.4.4 verwendeten Algorithmen um. Durch die Markierung der Blatter von

4: Bilde mit Hilfe des Algorithmus aus Lemma 6.4.5 die Markierung der EckenmengéS auf die
Kantenmenge E ab. Jede gerichtete Kantee = (p;¢ 2 E kann dadurch mit einem Punkt

Konstruiere die PunktmengeE = f(I(p);1(q)) 2f1;:::;jSjg f 1;:::;Sgj(p;09 2 Eg.
Konstruiere die AnfragemengeQ = f[ly,;rv,] [lw,irw,1ji2f1;:::;mgo.

Wabhle fir jedes AnfragerechteckR 2 Q mit R\E 6 ; genau einen PunktM ,.q) 2 R\E aus.
Flge fur jeden in Schritt 7 ausgewahlten Punkt M) die zugehorige ungerichtete Kante
fp;qg 2 E der KantenmengeE ° hinzu.

9: return G°=(S;EQ

Algorithmus 6.3:  Ausdunnungsalgorithmus im cache-obliviousModell

geordnete Paar(v;;w;) korrespondiert weiterhin nach obigem Korollar mit dem Bereich
Oviirv]  [wirw]  [LiS]]  [1;)Sj]. Fuhrt man nun far die durch die geordneten Paare
f(vi;wq); 115 (vk; Wk)g induzierten RechteckeQ = f[ly,;ry,] [lw;rw]ji 2f1:::;mgg
jeweils eine Bereichsanfrage auf der Menggé durch und gibt fir jedes Anfragerechteck
R 2 Q mit R\E 6 ; genau einen PunktM .y 2 E\ R aus, so stellt die durch die
Menge A aller ausgegebenen Punkte dargestellte Kantenmendé p;ag j M. 2 Ag die
KantenmengeE ° des gesuchten diinn besetztefl + ")-SpannersG°= ( S;E9 von G dar.?
Die fur dieses Verfahren bendtigte Meng& kann dabei durch den in Lemma 6.4.5 vorge-
stellten Algorithmus mit O(sort(jEj)) Speichertransfers berechnet werden. Entsprechend
kann die AnfragemengeQ = f[ly,;ry,] [lw;;rw]]ji 2 f1;:::;mgg e zient konstruiert

fvm;wmgg der die Realisation darstellenden Menge von Knotenpaaren mit Hilfe von zwei
Sortier- und Traversierungsschritten Ubertragen werden. Dan 2 O (jSj) gilt, verursacht die

3Zu beachten ist hierbei, dass die KantenmengeE des t-Spanners G nach De nition eines ungerichte-
ten Graphen zu jeder (gerichteten) Kante (p;q) auch die entsprechende Zwillingskante (q; p) enthalt, vgl.
Abbildung 6.8. Fir jede durch einen Ausgabepunkt M ,.q) 2 E\ R dargestellte gerichtete Kante (p;q) 2 E
wird die ungerichtete Kante fp;qg der Kantenmenge von E° hinzugefiigt.
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Konstruktion der Anfragemenge Q somit héchstensO(sort(jSj)) Speichertransfers. Nach
Lemma 6.4.2 werden weiterhin fur die Bearbeitung allejQj Anfragen auf der MengeE
hdchstensO(sort(jEj)) = O(sort(JEj)) Speichertransfers bendtigt.

Der Aufbau des gesamten Algorithmus zur Ausdinnung einesSpannersG wird durch
die Funktion PruneSpanner-Cache  (Algorithmus 6.3) zusammengefasst. Die Anwen-
dung dieser Funktion auf einent-SpannerG = (S;E) mit t 1 und eine beliebige reelle
Konstante " > 0 verursacht hdchstengO(sort(jEj)) Speichertransfers und produziert einen
(L+ ")-SpannerG°= (S;EY von G mit JE§ 2 O (jSj).

Insgesamt erhdlt man also im Kontext desache-obliviousModells analog zum Ergebnis
von Gudmundsson und Vahrenhold [45] das folgende Ergebnis:

6.4.8 Theorem. Sei eine endliche Punktmeng& RY und ein t-Spanner G = (S;E)
mit t 1 gegeben. Dann kann fur jede reelle Konstanteé> 0 mit O(sort(jEj)) Speicher-
transfers ein (1 + ")-Spanner G°= ( S;EY von G mit jEG 2 O (jSj) berechnet werden.



Kapitel 7

Implementierung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine programmtechnische Realisierung der in den Kapiteln
5 und 6 vorgestellten Verfahren zur Konstruktion und Ausdinnung von Spanner-Graphen
durchgefuhrt. Diese Umsetzung der Konstruktions- und Ausdinnungsverfahren wird im
Folgenden kurz erlautert.

In Abschnitt 7.1 wird zunachst auf die Zielsetzung der programmtechnischen Rea-
lisierung und auf die bei der Umsetzung verwendeten (externen) Softwarebibliotheken
eingegangen. In Abschnitt 7.2 werden einige Details der Implementierung der relevanten
Algorithmen gegeben. Der Funktionsumfang der programmtechnischen Realisierung wird
anschlieyend in Abschnitt 7.3 besprochen. In Abschnitt 7.4 werden abschlieyend einige
Spanner-Graphen prasentiert, die mit Hilfe des Programms erzeugt werden kénnen.

7.1 Grundlegendes

Das Programm GraphAnalyser stellt die programmtechnische Realisierung dar und wurde
in der ProgrammierspracheJava verfasst. Mit Hilfe dieses Programms kann die Arbeitswei-
se der in dieser Arbeit besprochenen Konstruktions- und Ausdinnungsverfahren bei An-
wendung auf Punktmengen aus denR? bzw. auf Graphen mit Eckenmengen aus denR?
visualisiert werden. Eine ausfiihrbargar -Datei, der zugehérige Programmcode, verwende-
te Softwarebibliotheken sowie weitere relevante Dateien liegen der Arbeit in elektronischer
Form bei.

7.1.1 Zielsetzung

Das Ziel bei der Umsetzung der Konstruktions- und Ausdinnungsverfahren bestand darin,
durch eine programmtechnische Realisierung eine qualitative und quantitative Beurteilung
der Arbeitsweise der Konstruktions- und Ausdinnungsverfahren und der mit Hilfe die-
ser Verfahren konstruierbaren Spanner-Graphen zu erhalten. Eine asymptotisch optimale
Umsetzung der entsprechenden Verfahren war nicht erforderlich.
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7.1.2 \Verwendete Bibliotheken

Das Programm greift auf die SoftwarebibliothekJava Universal Network/Graph (JUNG)
[46] zurick. Die JUNG-Bibliothek ist eine freie Softwarebibliothek und vereinfacht die
Modellierung, Analyse und Visualisierung von Daten, die als Graphen oder Netzwerke
dargestellt werden kdnnen. Eine Beschreibung dieser Bibliothek und deren Eigenschaften
ndet sich z.B. in der Arbeit von Madadhain et al. [50].

Die JUNG-BIbliothek greift selbst auf drei weitere Bibliotheken zurlck: Die erste ist die
Commons CollectionsBibliothek [3], welche die Java-API fir Sammlungen von Objekten
erweitert. Die zweite Bibliothek ist die Colt-Bibliothek [31], welche aus einer Reihe von klei-
neren Bibliotheken besteht, die fir wissenschaftliche und technische Berechnungen genutzt
werden kdnnen. Die dritte Bibliothek ist die Xerces-Bibliothek [4]. Diese stellt Funktionen
fur das Parsen einiger Datenstrukturen der JUNG-Bibliothek in das XML-Format [58] und
vice versa bereit.

Sowohl fur den Export von erstellten Graphen in dasEPS bzw. JPGFormat als auch fur
den Aufbau der Mendistruktur des ProgrammsGraphAnalyser wurde in Teilen zusatzlich
zu den oben angefihrten Bibliotheken von dritter Seite erstellter Programmcode tbernom-
men bzw. adaptiert. Auf diese Ubernommenen bzw. adaptierten Programmcode-Fragmente
wird jeweils explizit in den jeweiligen Kopfzeilen der Programmcode-Dateien hingewiesen.

7.2 Implementierungsdetails

In diesem Abschnitt sollen kurz einige Details der Implementierung der Algorithmen be-
schrieben werden. Dazu wird zunachst auf die Datenstrukturen eingegangen, die diesen
Implementierungen zugrunde liegen.

7.2.1 Datenstrukturen

Die JUNG-Bibliothek stellt unter anderem Datenstrukturen zur Speicherung von Graphen
einschlieylich deren Ecken und Kanten bereit. Zudem kann mit Hilfe sogenanntePradi-
kate (predicates) die Konsistenz der Graphen, Ecken und Kanten tberprift bzw. aufrecht
erhalten werden?

Im Kontext der JUNG-Bibliothek ist ein Pradikat ein Ausdruck, der bei Anwendung
auf ein Objekt entwederwahr oder falschist. Informell beschrieben kdnnte ein Pradikat fur
Kanten von der Form e.isDirected() sein, wobeie in diesem Fall das entsprechende an
das Pradikat Glbergebene Obijekt ist. In diesem Fall wiirde eine Kante anhand des Pradikats
also daraufhin Uberprift werden, ob sie gerichtet ist.

IMit Hilfe dieser Pradikate wird z.B. sichergestellt, dass in einem ungerichteten Graphen keine gerich-
teten Kanten gespeichert werden kénnen.
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Fur die Reprasentation geometrischer bzw. euklidischer Graphen wurde die Datenstruk-
tur der JUNG-Bibliothek fur ungerichtete Graphen um die entsprechenden geometrischen
Informationen fur die Ecken erweitert. Die Lange einer Kante eines euklidischen Graphen
wird dabei implizit durch die geometrischen Informationen ihrer beiden Endecken gespei-
chert. Die Konsistenz geometrischer bzw. euklidischer Graphen wird dabei ebenfalls mit
Hilfe spezieller Pradikate sichergestellt.

7.2.2 Algorithmen

Alle in diesem Abschnitt vorgestellten Implementierungen operieren auf Punktmengen aus
dem R?,

Fairer Aufteilungsbaum

Die Implementierung zur Berechnung eines fairen Aufteilungsbaums einer endlichen Punkt-
mengeP aus demR? orientiert sich an dem asymptotisch suboptimalen Algorithmus aus
Abschnitt 4.2.1: Gilt jPj =1, so wird der aus einem Knoten bestehende faire Aufteilungs-
baum T konstruiert. Ansonsten wird in einem ersten Schritt das BegrenzungsrechtedR (P)
bestimmt. Dieses Rechteck wird anschlieyend durch diejenige Hyperebene in zwei geome-
trisch gleich groye HaélftenR; und R, aufgeteilt, welche senkrecht zuri (P )-ten Koor-
dinatenachse steht. Fir die beiden PunktmengerP; = P\ R; und P, = P\ R, werden
danach rekursiv zwei faire AufteilungsbaumeT; und T, bestimmt. Der durch die Imple-
mentierung berechnete faire Aufteilungsbaumm besteht dann aus einem Wurzelknotenvy
und den beiden inv gewurzelten BaumenT, und To.

Well-Separated Pair Decomposition

Die Implementierung zur Berechnung einer WSPID = ( T;R) einer endlichen Punktmenge
P R?bzgl. eines Wertess 2 R* stimmt weitgehend mit dem in Abschnitt 4.2 vorgestell-

ten Algorithmus Uberein: Es wird zunachst ein fairer AufteilungsbaumT der Punktmenge

P berechnet, mit dessen Hilfe anschlieyend eine bzg.scharf getrennte RealisationR von

P P bestimmt wird. Analog zu Callahan [25] wird bei der Berechnung der Realisation
auf eine alternative De nition des Begris scharf getrennt zurtickgegri en. Nach dieser

alternativen De nition sind zwei Punktmengen A R?und B R? scharf getrennt bzgl.

eines Wertess 2 R*, wenn

d(a;b) (ro+r2)>s max(ry;ra)

gilt. Dabei ist a bzw. b das Zentrum von R(A) bzw. R(B) und r; bzw. ro der Radius
der kleinsten 2-Kugel mit Mittelpunkt a bzw. b, welche R(A) bzw. R(B) enthalt, vgl.
Abbildung 7.1.
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Abbildung 7.1:  Alternative De nition des Begris scharf getrennt

Wie Callahan bemerkt, sind zwei Punktmengen, welche nach dieser neuen De nition
scharf getrennt sind, ebenfalls nach der alten De nition dieses Begri s scharf getrennt.
Die mittels dieser alternativen De nition berechneten Realisationen erfullen dabei diesel-
ben (gewtlinschten) Eigenschaften wie die Realisationen, welche mittels der urspringlichen
De nition entstehen, vgl. Callahan [25].

Dilatation

Fur die Implementierung des Ausdinnungsverfahrens wird ein Verfahren benétigt, welches

die Dilatation eines gegebenen Spanner-Graphen bestimmt. Dieses Verfahren ist wie folgt

aufgebaut: Um die Dilatation eines gegebenen Graphe@ = (' S; E) zu bestimmen, wird fur

jedes Paarp; g2 S verschiedener Ecken der kiirzeste Weg zwischgnund g bestimmt und

mit Hilfe der Lange s(p;0) dieses Weges und dem Euklidischen Abstand(p;q) beider
Ecken eine Variablet aktualisiert: Der initiale Wert von t betragt (negativ) unendlich. Gilt
c(p;g=d(p; g >t, so erhaltt den (neuen) Wert s (p;=d(p;q).

Nach diesem verschachtelten Durchlauf ist in der Variablert die Dilatation des Gra-
phen gespeichert. Fur die Berechnung des kirzesten Weges zwischen zwei voneinander
verschiedenen Ecken au$ wird dabei auf die Implementierung des Dijkstra-Algorithmus
[32] der JUNG-Bibliothek zurtickgegri en.

Konstruktionsalgorithmus

Die Implementierung zur Konstruktion eines diinn besetzten(1 + ")-Spanners(" > 0)
fur eine endliche PunktmengeS  R? orientiert sich an den in Kapitel 5 vorgestellten
Konstruktionsverfahren: Im ersten Schritt wird anhand der obigen Implementierung eine
WSPD D = (T;R) von S bzgl. des Wertess = 8*2" perechnet. Im zweiten Schritt wird
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Paar fa;;bg mit a; 2 Aj und b 2 B; der Kantenmengen des zu berechnenden Graphen
hinzugefiigt?

Ausdinnungsalgorithmus

Der Aufbau der Implementierung zur Ausdiinnung eines gegebendrSpannersG = ( S; E)
(t 1), d.h. zur Konstruktion eines diinn besetzten(1 + ")-Spanners(* > 0) G%= (S;E9
von G, entspricht dem in Kapitel 6 vorgestellten Algorithmus 6.1: In einem ersten Schritt
wird mittels der obigen Implementierung die Dilatation von G bestimmt. Anschlieyend
wird eine WSPD D = (T;R) von S bzgl. des Wertess = +((1+ ")(8t +4) +4) berechnet.

Paar fa;;hg mit & 2 A; und b 2 B; ausgewahlt und die KantenmengeE traversiert.
Erflllt dabei eine Kante e 2 E die Bedingung (i) oder (ii) aus Abschnitt 6.1, so wird
die Kante e einer globalen Menge hinzugefligt, der aktuelle Durchlauf der Kantenmenge
E abgebrochen und mit dem nachsten Paar der Realisation fortgefahren. Die nach dieser
verschachtelten Traversierung in der globalen Menge gespeicherten Kanten entsprechen
dann den Kanten des ausgediinnten Graphen.

7.3 Programm

Das Programm GraphAnalyser kann auf jedem System ausgefuhrt werden, auf dem eine
Java-Laufzeitumgebung(JRE) der Version 5.0 installiert ist. Ein Programmaufruf in der
Kommandozeile des Systems hat im Allgemeinen die Forfava -jar GraphAnalyser.jar

7.3.1 Funktionsumfang

In Abbildung 7.2 wird ein Bildschirmfoto des Programms GraphAnalyser gegeben. Mit
Hilfe des Programms kdnnen Graphen (automatisch) erzeugt, bearbeitet, gespeichert und
geladen werden. Das Hauptaugenmerk des Programms liegt dabei in der Anwendung der
oben beschriebenen Algorithmen auf entsprechende Graphen.

Erzeugung von Graphen

Das Programm GraphAnalyser stellt zwei verschiedene Mdglichkeiten zur Erzeugung von
neuen Graphen bereit: Zum Einen kénnen Graphen per Hand erstellt werden, d.h. neue
Graphen kdnnen durch sukzessives Hinzufligen von Ecken und Kanten konstruiert werden.
Zum Anderen kdnnen neue Graphen mit Hilfe vonGeneratoren automatisch erzeugt wer-

2Entsprechende Reprasentanten sind dabei in den jeweiligen Objekten gespeichert. Weiterhin wird der
Implementierung ein Parameter t = 1+ " mit " > 0 Ubergeben und anschlieyend eine WSPD bzgl.

s=4 L= 82" perechnet.
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Abbildung 7.2:  Bildschirmfoto des Programms

den. Das Programm stellt dabei zwei Generatoren zur automatischen Konstruktion von
Graphen bereit, deren Ecken

gleichmayig verteilt auf dem Rand eines vorgegebenen Kreises liegen, bzw.
zufallsbasiert verteilt in einem vorgegebenen Rechteck liegen.

Zudem kann bei beiden Generatoren durch einen Parameter bestimmt werden, wie viele
Kanten der zu konstruierende Graph besitzen soll. Die entsprechende Menge an Kanten
wird dann automatisch und zufallsbasiert vom Generator erzeugt.

Ein- und Ausgabe

Erzeugte Graphen kdnnen geladen und gespeichert werden. Das Programm greift dabei auf
das GraphMtFormat [41] zurlick, welches ein XML-Format zur Speicherung von Graphen
ist.

Algorithmen

Auf einen erzeugten Graphen kdnnen die oben beschriebenen Algorithmen angewendet
werden. Dabei kann ein Graph analysiert (Fairer Aufteilungsbaum, WSPD, Dilatation)
und ausgediinnt (Ausdiinnungsalgorithmus) oder aus einer Menge von Punkten ein (dinn
besetzter) Spanner-Graph konstruiert (Konstruktionsalgorithmus) werden.
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Export von Ergebnissen

Fur den Export von (gra schen) Ergebnissen stellt das ProgrammGraphAnalyser zwei
Formate zur Verfigung: DasEPS und das JPGFormat.

Mit Hilfe des EPSFormats kénnen die Visualisierungen von Graphen als Vektorgra k
gespeichert werden. Die anhand dieses Formats erzeugten Gra ken kdnnen ohne Qualitéts-
verlust stufenlos skaliert werden, jedoch gehen gra sche E ekte der Visualisierungen der
Graphen wie z.B. Antialiasing verloren.

Im Gegensatz zumEPSFormat werden beim Export von Graphen mittels desJPG
Formats die gra schen E ekte der Visualisierungen zwar erfasst, jedoch hangt die Qualitat
der Gra k von der gewahlten Au 6ésung ab.

7.3.2 Bedienung

Die Bedienung des ProgrammsgsraphAnalyser ist weitgehend intuitiv und soll hier nicht
besprochen werden. Eine Bedienungsanleitung fur die grundlegenden Funktionen des Pro-
gramms ndet sich unter dem Menlpunkt Hilfe->Erste Schritte

7.4 Ergebnisse

In diesem Abschnitt sollen einige Spanner-Graphen genauer untersucht werden, welche
mit Hilfe des Programms GraphAnalyser konstruiert wurden. Weitere Beispiele sind im
Anhang dieser Arbeit zu nden.

7.4.1 Konstruktion von Spanner-Graphen

In den Abbildungen 7.3 (a) (d) werden vier Spanner-Graphen gezeigt, die durch Anwen-
dung des Konstruktionsalgorithmus auf dieselbe Punktmenge jedoch mit verschiedenen
Parameternt > 1 (maximal erlaubte Dilatation des erzeugten Spanner-Graphen) erzeugt
wurden. Die PunktmengeS  R? besteht dabei aus100 Punkten, die gleichméyig auf
dem Rand eines Kreises angeordnet sind. In Abbildung 7.4 (a) bzw. 7.4 (b) wird die zu-
gehorige Partitionierung der Punktmenge bzw. der zugehdérige faire Aufteilungsbaum der
Punktmenge dargestellt, welche bzw. welcher durch Anwendung der Implementierung zur
Konstruktion eines fairen Aufteilungsbaums entsteht.

7.4.2 Ausdinnung von Spanner-Graphen

In den Abbildungen 7.5 (a) (e) wird die Anwendung des Ausdinnungsalgorithmus auf
einen vollstandigen Graphen fiir eine PunktmengeS  R? dargestellt. Der vollstandige
Graph besitzt 780 Kanten. Die Anwendung des Ausdinnungsalgorithmus auf den voll-
standigen Graphen (Abbildung 7.5 (b)) mit Parameter " = 4 liefert z.B. einen Spanner-
Graphen, welcher319 Kanten und eine Dilatation von 4 (G)  1:181 besitzt (Abbildung
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7.5 (d)). Der ausgedinnte Spanner-Graph besitzt also (nur) 40; 1% der urspriinglichen
Kanten.
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(a) t = 1000; jSj = 100; jEj =533; 4 (G) 1:304 (b) t=10;Sj=100; JEj =565; 4 (G) 1:287

(c) t=2;jSj=100; jEj =1249; 4 (G) 1164 (d) t=1:2;jSj=100;jEj=3251;4 (G) 1.065

Abbildung 7.3: Die EckenmengeS der obigen Spanner-Graphen besteht jeweils au$00 Punk-
ten, die gleichmayig auf dem Rand eines Kreises verteilt liegen. Die Kantenanzahl wie auch die
Dilatation der jeweiligen Spanner-Graphen variieren bei unterschiedlicher Wahl des Parameters
t> 1.
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Abbildung 7.4:  Ein zu der Punktmenge aus den Abbildungen 7.3 (a) (d) gehdrender fairer Auf-
teilungsbaum (a) und die entsprechende Partitionierung der Punktmenge (b).
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(c) Anwendung des Ausdunnungsalgorithmus auf den vollstdndigen Graphen mit Parameter
"=1:jSj=40,jEj =396, 4 (G) 1:108

ve
g =l
oihiw
o
L A= Siga
e

(d) Anwendung des Ausdiinnungsalgorithmus auf den vollstdndigen Graphen mit Parameter
"=4:jSj=40, Ej=319,4 (G) 1181

(e) Anwendung des Ausdiinnungsalgorithmus auf den vollstandigen Graphen mit Parameter
" =1000: jSj =40, jEj =287, 4 (G) 1:250

Abbildung 7.5: Anwendung des Ausdinnungsalgorithmus auf einen vollstandigen Graphen
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung

Das Hauptanliegen der Arbeit war die Ubertragung der im RAM- bzw. 1/0-Modell for-
mulierten Algorithmen zur Konstruktion dinn besetzter bzw. zur Ausdinnung dichter
Spanner-Graphen in dascache-obliviousModell. Die entsprechenden Komponenten der
einzelnen Algorithmen sollten dazu so realisiert werden, dass sie im Kontext demche-
oblivious-Modells eine mdglichst gute asymptotische Komplexitat besitzen. Zur Veran-
schaulichung der Arbeitsweise der Konstruktions- und Ausdiinnungsalgorithmen sollte zu-
dem eine programmtechnische Realisierung durchgefihrt werden, der die Konstruktions-
und Ausdinnungsverfahren zugrunde liegen.

Im Folgenden werden die Inhalte und Ergebnisse dieser Arbeit kurz zusammengefasst:

In Kapitel 2 wurde der konzeptionelle Aufbau der Speicherhierarchien moderner
Computerarchitekturen behandelt. Dabei wurde begriindet, weshalb bei Bearbei-
tung groyer Datenmengen der Transfer von Daten und nicht die Anzahl der von
der CPU ausgefiihrten Operationen fir die tatsachliche Laufzeit eines Algorithmus
verantwortlich sein kann.

Im Gegensatz zum RAM-Modell erfassen sowohl das I/O- als auch dasache-oblivious
Modell diese Problematik beim Umgang mit massiven Datenmengen, d. h. sie bertck-
sichtigen im Gegensatz zum RAM-Modell die charakteristischen Eigenschaften mo-
derner Speicherhierarchien. Zusatzlich zu einer Beschreibung beider Modelle wurde in
Kapitel 2 auf die Vorteile des cache-obliviousModells im Vergleich zum 1/0O-Modell
und zu anderen Mehrspeichermodellen eingegangen.

Diese Vorteile descache-obliviousModells gegenliber anderen Mehrspeichermodel-
len fuhrten dazu, dass sich viele Autoren mit im Kontext dieses Modells e zienten
Algorithmen und Datenstrukturen beschaftigt haben.
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In Kapitel 3 wurden einige dieser Algorithmen und Datenstrukturen, die im Rahmen
der Arbeit von Bedeutung waren, ausfiihrlich beschrieben und analysiert. Zudem
wurde auf allgemeine Entwurfs- und Analysetechniken eingegangen, die im Kontext
descache-obliviousModells hdu g Anwendung nden.

Das Ergebnis der Uberlegungen in Kapitel 4 stellt ein im Kontext desache-oblivious
Modells e zientes Verfahren dar, mit dessen Hilfe fir eine endliche nicht-leere Punkt-
menge aus denRY eine WSPD linearer Gréye berechnet werden kann. In Hinblick
auf dieses e ziente Verfahren wurden zu Beginn des Kapitels 4 formale Grundlagen
gescha en und der von Callahan und Kosaraju [25, 27] entwickelte und im RAM-
Modell e ziente Algorithmus beschrieben und analysiert.

Der uberwiegende Teil dieses Kapitels beschéftigte sich mit der Ubertragung des
I/O-e zienten Verfahrens von Govindarajan et al. [40] in dascache-obliviousModell.
Weite Teile des I/O-e zienten Verfahrens konnten dabei ohne Veranderung tibernom-
men werden. Einige Anderungen mussten jedoch an denjenigen Stellen vorgenommen
werden, an denen die im I/O-Modell bekannten Belegungen der Parametdyl und

B verwendet wurden bzw. an denen Datenstrukturen eingesetzt wurden, zu denen
(noch) kein entsprechendes Pendant intache-obliviousModell existiert.

Alle in Kapitel 4 vorgestellten Algorithmen zur Berechnung einer WSPD berechnen
eine WSPD linearer Groye. Der Nutzen einer linearen Groye dieser Datenstruktur
begriindet sich darin, dass zur Losung einiger geometrischer Probleme jeweils eine
konstante Anzahl von Berechnungen auf einem PaafA;; Big einer Realisation fir
die zu untersuchende Punktmenge aus defRY ausreicht, und nicht jA;j jB;j Berech-
nungen auf der MengeA; B; durchgefihrt werden muissen.

Eines dieser geometrischen Probleme ist die Konstruktion von dinn besetztéh+ ")-
Spannern (" > 0) fur endliche Punktmengen aus demRY. Dieses Problem wurde
ausfuhrlich in Kapitel 5 diskutiert. Ergebnis der Uberlegungen in diesem Kapitel
war ein e zientes cache-obliviousVerfahren zur Konstruktion eines solchen Spanner-
Graphen, welches sich direkt aus dem e zientencache-obliviousVerfahren zur Be-
rechnung einer WSPD ergab.

Ein mit der Konstruktion von dinn besetzten (1 + ")-Spannern verwandtes Pro-
blem stellt die Ausdiinnung von dichten Spanner-Graphen dar. Dieses Problem wur-
de in Kapitel 6 thematisiert. Der gréyte Teil dieses Kapitels befasste sich dabei mit
der Ubertragung des I/O-e zienten Verfahrens von Gudmundsson und Vahrenhold
[45] in dascache-obliviousModell. Die algorithmischen Bausteine des I/O-e zienten
Algorithmus konnten dazu weitgehend bernommen werden. Einer gesonderten Be-
trachtung musste man lediglich die Bearbeitung von speziellen Bereichsanfragen un-
terziehen.
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Wie auch bei der Konstruktion von diinn besetzten Spanner-Graphen erwies sich die
Berechnung der WSPD bei der Ausdinnung dichter Spanner-Graphen als wesentli-
cher Bestandteil aller in Kapitel 6 vorgestellten Algorithmen.

Zur Veranschaulichung der Arbeitsweise der Konstruktions- und Ausdinnungsalgo-
rithmen wurde eine programmtechnische Realisierung umgesetzt. Diese Realisierung
wurde in Kapitel 7 kurz beschrieben. Dabei wurde neben der Beschreibung einiger
Details bei der Implementierung relevanter Algorithmen auch auf die Programmfunk-
tionen des Programms und auf einige mittels der implementierten Konstruktions- und
Ausdunnungsalgorithmen erhaltenen Ergebnisse eingegangen.

8.2 Ausbhlick

Abschlieyend sollen kurz zwei mégliche Themenbereiche skizziert werden, die durch die
Ergebnisse dieser Arbeit motiviert werden:

Wie viele Arbeiten [25, 36, 37, 43, 48] zeigen, erweist sich bei der Bearbeitung von geo-
metrischen Problemen die WSPD-Datenstruktur hdu g als Schllissel zur e zienten
Lésung dieser Probleme. Da die meisten dieser Probleme bisher nur im Kontext des
RAM- bzw. I/O-Modells betrachtet wurden, fihrt das in dieser Arbeit vorgestellte

e ziente cache-obliviousVerfahren zur Berechnung einer WSPD linearer Groye di-
rekt zu der Frage, ob sich die im RAM- bzw. 1/O-Modell vorhandenen Algorithmen
zur LOsung dieser Probleme in dagache-obliviousModell Ubertragen lassen.

Ein weiterer Themenbereich ergibt sich aus den Ergebnissen des Kapitels 6. Bei
der Ubertragung des 1/O-e zienten Verfahrens von Gudmundsson und Vahrenhold
[45] zur Ausdiinnung eines Spanner-Graphen wurde die Bearbeitung von (speziellen)
orthogonalen Bereichsanfragen ausfihrlich diskutiert. Das e zientecache-oblivious
Verfahren zur Bearbeitung der speziellen orthogonalen Bereichsanfragen war dabei
Bestandteil des am Ende des Kapitels 6 vorgestelltenache-obliviousAusdiinnungs-
algorithmus: In Schritt 7 des Algorithmus 6.3 wurde fiir jedes AnfragerechtecR 2 Q
mit R\E 6 ; genauein Punkt M, ausR\E ausgewahlt.

Diese spezielle Auswahl scheint auf den ersten Blick nétig zu sein, da bei Verwendung
des urspringlichen Algorithmus zur Bearbeitung der Bereichsanfragen, welcher fir
jedes RechteckR 2 Q alle Punkt-Rechteck-Kombinationen (R;p) mit p 2 R\E
ausgibt, die Machtigkeit der Ausgabemenge solcher Anfragen i.A. nicht besser als
durch die SchrankeO(jQj jJEj) begrenzt werden kann. Bei genauerer Betrachtung
der MengeQ stellt sich jedoch heraus, dass aufgrund der Eigenschaften der WSPD
die Rechtecke au®Q disjunkt sein miussen. Demnach kann die Ausgabemenge auch bei
Verwendung des urspringlichen Algorithmus hdchstens eine Machtigkeit vo@ (JEj)
besitzen.
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KAPITEL 8. ZUSAMMENFASSUNG UND AUSBLICK

Die Verwendung des speziellen Algorithmus zur Bearbeitung der Bereichsanfragen ist
also in diesem Fall nicht zwingend erforderlich, kann jedoch als Vorbereitung auf die
Frage gesehen werden, ob die Komplexitat des Ausdiinnungsalgorithmus im Kontext
descache-obliviousModells zuO(scan(jEj) + sort(jSj)) Speichertransfers verbessert
werden kann, vgl. auch Gudmundsson und Vahrenhold [45].



Anhang A

Weitere Beispiele
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(a) Partitionierung

(b) Fairer Aufteilungsbaum

Abbildung A.1: In Abbildung (a) wird die Partitionierung einer Punktmenge in der Ebene
dargestellt. Der zugehdrige faire Aufteilungsbaum wird in Abbildung (b) gezeigt.
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Abbildung A.2:  Die Abbildung zeigt einen diinn besetzten Spanner-Graphen fur eine Punktmen-

ge in der Ebene. Der Spanner-Graph besitz50 Ecken und 1027 Kanten. Die Dilatation betragt

4 (G) 1:759 Die Kantenmenge des vollstandigen Graphen fiir diese Eckenmenge besteht aus
150

5 = 11175 Kanten. Der dunn besetzte Spanner-Graph besitzt somit nur  9:2% der Kanten
des vollstandigen Graphen.
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(c) Anwendung des Ausdinnungsalgorithmus auf den vollstdndigen Graphen mit Parameter
"=0:5jSj =70, jEj = 1416, 4 (G) 1.010

(d) Anwendung des Ausdiinnungsalgorithmus auf den vollstandigen Graphen mit Parameter
"'=100:jSj=70,jEj =950, 4 (G) 1:248

Abbildung A.3:  Anwendung des Ausdiinnungsalgorithmus auf einen vollstandigen Graphen
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